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Аннотация. Созданы  общие теории произвольных
предметных единичности,  множительности,
целости,  кратности,  делимости,  упорядоченности и
систем координат с  действиями над  предметами и
числами. Введены наибольшие  общие  делящие  и
наименьшие  общие  кратные  предметы,  меры и
многомерные  прямоугольные  параллелепипеды с
обобщением  наибольших  общих  делителей  и
наименьших  общих  кратных.  На  основе
трёхуровневого иерархического анализа создана
общая теория конечных  и  бесконечных
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последовательных отражений  секущей внутреннего
угла  прямоугольника  его  сторонами.  Эта общая
теория не  только  обобщает теорию конечных  и
бесконечных  последовательных  отражений
биссектрисы внутреннего угла прямоугольника его
сторонами,  но  и  неравноосными  растяжениями
плоскости  выводится из  этой  теории.  Открыты
явления и  доказанные теоремами законы конечной
при  соизмеримости и  бесконечной при
несоизмеримости основания прямоугольника и его
высоты,  делённой  на  тангенс  угла  между  этим
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основанием и секущей угла, секущей ломаной
отражений  в  прямоугольнике,  её  конечной
обратимости,  неповторяемости,
непротивоходности,  невозвратимости и
завершения в  отличных  от  исходной
вершинах прямоугольника,  частичных, а при
конечности секущей ломаной  отражений  в
прямоугольнике  и  полных её общего числа
отрезков и  общей длины вместе  с  единым
размером и  общим количеством ромбов
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равномерной сетки,  образованной  всеми
самопересечениями секущей ломаной
отражений в прямоугольнике. В общей теории
(не)прерывности  задач  доказаны  всюду
разрывность  задачи  о  секущей ломаной
отражений  в  прямоугольнике  и  её
вездесущность  (повсеместность,  всюду
представленность,  всюду  наличие,  всюду
частота, общепринятая «всюду плотность») в
нём в случае её бесконечности. На метауровне
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математически  моделируются  выбор  при
многонаправленности,  конечность  и
бесконечность,  всюду  разрывная  задача,
разрешимость и неразрешимость,  простота и
сложность,  лёгкость  и  трудность,
стандартность  алгоритмического  рассудка  и
открытия  изобретательного  разума,
психология  решения задачи вчувствованием,
вдумыванием и вживанием в неё.
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Ключевые  слова:  предметность,  единичность,
множительность,  целость,  упорядоченность,
несоизмеримость, наибольший  общий  делитель,
наибольший общий делящий предмет, наибольшая
общая делящая мера, наибольший общий делящий
многомерный  прямоугольный  параллелепипед,
наименьшее  общее  кратное,  наименьший  общий
кратный  предмет,  наименьшая  общая  кратная
мера,  наименьший  общий  кратный  многомерный
прямоугольный  параллелепипед,  общая теория
последовательных отражений  секущей внутреннего
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угла  прямоугольника  его  сторонами,  секущая
ломаная  отражений  в  прямоугольнике,
трёхуровневый  иерархический  анализ,  конечная
обратимость,  неповторяемость,  непротивоходность,
завершение, невозвратимость, бесконечность, всюду
разрывная  задача,  основательность,
продолговатость,  угловой  коэффициент,  система
относительных  координат,  самопересечение,
равномерная  ромбическая сетка,  моделирование
выбора при многонаправленности. УДК 51
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Abstract. The general theories of any object units,
factors,  wholeness,  multiplicity,  divisibility,
orderings and coordinate systems with operations
on  objects and  numbers have been created. The
greatest common dividing and the least common
multiple  objects,  measures and multidimensional
rectangular  parallelepipeds with  the
generalization  of  the  greatest  common  divisors
and  the  least  common  multiples  have  been
introduced.  On  the  basis  of  a  three-level
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hierarchical analysis,  the  general theory of finite
and infinite  successive  reflections of  an internal
angle  secant of a rectangle by its sides has been
created. This  general theory not only  generalizes
the  theory of  finite  and  infinite  successive
reflections  of  an  internal  angle  bisector of  a
rectangle by its sides, but also is  derivable from
this theory via unequally stretching the rectangle
plane. Among the phenomena and laws proved by
the theorems are the  finiteness or the  infinity of
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the secant broken line of reflections in a rectangle
with  the  commensurability or
incommensurability of  the base of  the rectangle
and its height, divided by the tangent of the angle
between  this  base  and  the  secant,  respectively,
finite reversibility,  non-repeatability,  non-
counter-movement,  non-return and  termination
phenomena and  laws,  the  partial segments
number  and  the  partial length  of  the  secant
broken line of reflections in a rectangle and, when
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this line is finite, its total number of segments and
total length together with the  common size and
the total number of the rhombuses of the uniform
rhombic grid formed by all  self-intersections of
the  secant broken  line  of  reflections  in  a
rectangle.  In  the  general  theory  of  problems
(dis)continuity,  the discontinuity of  the problem
of  a  secant  broken  line  of  reflections  in  a
rectangle  and  this  line  ubiquity  (omnipresence;
representation,  presence,  frequency,  generally
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accepted  “density”  everywhere)  are  proved
everywhere in the case of this line infinity. At the
metalevel,  this  problem  mathematically  models
finiteness  and  infinity,  (in)solvability  and
(un)decidability,  simplicity  and complexity,  ease
and  difficulty,  algorithmic  reasoning
standardization and inventive mind discoveries, solving
problem  philosophy  and  psychology  by  introfeeling,
introthinking and introliving into a problem, as well as
the  one-directionality  and  a  selection  (choice)  by
multidirectionality are mathematically modeled.
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internal angle of a rectangle by its sides, secant broken
line of reflections in a rectangle, three-level hierarchical
analysis,  finite  reversibility,  non-repeatability,  non-
counter-movement,  non-return,  termination,  infinity,
everywhere discontinuous problem, solidity, elongation,
system of relative coordinates, angular coefficient, self-
intersection, uniform  rhombic grid, choice, modeling a
selection by multidirectionality.

UDС 51
Publishing House of the All-World Academy of

Sciences “Collegium”, Munich, 1969, 2020
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ПРЕДИСЛОВИЕ
Это  обобщающая  пятую шестая  собственная
научная  работа,  полностью  самостоятельно
задуманная,  подготовленная,  завершённая  и
осуществлённая  под  названием  «Общая
теория конечных  и  бесконечных
последовательных  отражений  секущей
внутреннего  угла  прямоугольника  его
сторонами»  первоначально  в  17-летнем
возрасте  в  1969  году выигрыша  областных
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олимпиад по всем предметам и третьих мест
на  Всеукраинской  и  Всесоюзной  олимпиадах
по  математике  и  окончания  физико-
математического  специального  класса
будущих гимназии и лицея с золотой медалью,
одной  из  двух  в  областном  центре,  перед
началом учёбы в институте.
Второе  издание  настоящей  научной
монографии  последовало  через  51  год  после
первого издания.
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ВВЕДЕНИЕ
Основное содержание настоящей научной
монографии  посвящено  созданию,
развитию  и  изложению  моделирующей
выбор  при  многонаправленности  общей
теории последовательных  отражений
секущей угла  прямоугольника  его
сторонами  и  предваряется  общими
теориями  сколь  угодно  общих  именно
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предметных единичности,
множительности,  целости,  кратности,
делимости,  упорядоченности  и  систем
координат  как  необходимыми,
целесообразными и полезными обобщениями
общематематического  и  даже  общенаучного
значения, поскольку математика является не
только  «царицей  наук»  по  Гауссу,  но  и
всеобщим языком науки в целом.
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1. ОБЩИЕ ТЕОРИИ ПРЕДМЕТНЫХ
ЕДИНИЧНОСТИ, МНОЖИТЕЛЬНОСТИ,
ЦЕЛОСТИ, КРАТНОСТИ, ДЕЛИМОСТИ,

УПОРЯДОЧЕННОСТИ И СИСТЕМ
КООРДИНАТ С ДЕЙСТВИЯМИ НАД

ПРОИЗВОЛЬНЫМИ ПРЕДМЕТАМИ И
ЧИСЛАМИ

Созданы  общие  теории  предметных  единичности,
множительности,  целости,  кратности,  делимости,
упорядоченности и систем координат с действиями
над произвольными предметами и числами.
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Предметная единичность позволяет  принимать
произвольный  предмет  как  единичный,  или
предметную  единицу,  и  рассматривать  множество
всех  произведений  этой  предметной  единицы  на
такие  произвольные  предметы,  для  которых  все
такие произведения математически существуют по
известным или новым определениям.
Предметная множительность позволяет
рассматривать множество всех таких произведений
произвольных  предметов,  что  все  такие
произведения  математически  существуют  хотя  бы
формально по известным или новым определениям.
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Предметная целость предусматривает  получение
всех целых предметов умножением единичного
предмета на  всевозможные  целые числа,  причём
умножение  на  нуль даёт  играющий  роль  нуля
нулевой предмет,  а  умножение на  положительные
целые  числа  равносильно  сложению единичного
предмета самого  с  собой  соответствующее
количество раз.
Кратность и  делимость предусматривают,  что
данный  предмет называется  кратным другому
предмету,  называемому  делящим этот  кратный
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предмет,  если  такой  кратный предмет  является
произведением своего  делящего предмета  на
некоторое целое число.
Соизмеримость некоторого  множества  предметов
предусматривает  существование предмета,
делящего все предметы этого  множества  и
называемого их общей делящей мерой.
Модульно наибольшей общей делящей мерой
некоторого  множества  предметов называется  их
общая делящая мера,  кратная всем их  общим
делящим мерам.
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Общей кратной мерой некоторого  множества
предметов называется  предмет,  кратный всем
предметам этого множества.
Модульно наименьшей общей кратной мерой
некоторого  множества  предметов называется  их
общая кратная мера, делящая все их общие кратные
меры.
Предметная кратность и  предметная делимость
предусматривают, что данный  предмет называется
предметно кратным другому  предмету,
называемому  предметно делящим этот  предметно
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кратный предмет,  если  такой  предметно кратный
предмет является  произведением своего  предметно
делящего предмета на некоторый целый предмет.
Предметная соизмеримость некоторого  множества
предметов предусматривает  существование
предмета,  предметно делящего все предметы этого
множества  и  называемого  их  общей предметно
делящей мерой.
Модульно наибольшей общей предметно делящей
мерой некоторого множества предметов называется
их  общая предметно делящая мера,  предметно
кратная всем их общим предметно делящим мерам.
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Общей предметно кратной мерой некоторого
множества  предметов называется  предмет,
предметно кратный всем предметам этого
множества.
Модульно наименьшей общей предметно кратной
мерой некоторого множества предметов называется
их  общая предметно кратная мера,  делящая все их
общие предметно кратные меры.
Предметным порядком множества  произведений
единичного предмета на  все  предметы некоторого
множества  предметов называется  порядок этого
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множества  предметов,  например  частичный,
линейный, полный.
Предметными координатами множества
произведений единичного предмета на все предметы
некоторого  множества  предметов называются
координаты этого множества предметов.
Тем  самым  достигаются  обобщения  целого  ряда
известных  понятий  классической  математики.  В
частности,  для  конечных множеств  однородных
значений  наибольшие общие (делящие,  что
является необходимым уточнением названия) меры
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и  вводимые  наименьшие общие кратные меры и
многомерные  кубы,  мерности  которых  равны
мощностям  этих  множеств,  в  частности  квадраты
для  мощности  два,  обобщают  наибольшие общие
делители и  наименьшие (положительные,  что
является  необходимым  уточнением  названия)
общие кратные конечных множеств целых чисел.
В  классической  математике  хорошо  известны  и
широко и чрезвычайно плодотворно применяются,
особенно  в  теории  чисел,  понятия  кратности и
делимости с  её  признаками,  наибольших общих
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делителей и  наименьших общих кратных,
вычисляемых  по  алгоритму Евклида для
положительных целых чисел,  арифметические для
положительных целых чисел со времён античности,
позже  алгебраические применительно  к  целым
числам и вообще кольцам.
Кроме того,  ещё Аристотелю,  то  есть  до  Евклида,
было  известно  понятие  находимой  по  алгоритму
Евклида для  отрезков наибольшей общей меры
отрезков как  наибольшего отрезка,  которому
кратны эти отрезки.
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Замечание.  Даже  изображаемые  на  плоскости
предметы, например составляющие множество 

{cos(φ) + isin(φ) | φ  [0, 2π)}∈
направления всех комплексных чисел плоскости

a + bi = r(cos(φ) + isin(φ))
в  полярных  координатах r,  φ как  обобщения
положительных

1 = cos(0) + isin(0)
и отрицательных

-1 = cos(π) + isin(π)
знаков и  функции знака sign(x) действительного  числа x,
могут создавать целый континуум направлений.
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Определение.  Действительной предметной прямой
для  данного  предмета  называется  множество  всех
произведений  этого  предмета  на  произвольные
действительные числа. 
Следствие.  Действительная  предметная  прямая
является  обобщением  действительной  числовой
прямой, получаемой при взятии предметом любого
непременно ненулевого действительного числа.
Определение.  Предметом,  противоположным
данному  предмету,  называется  произведение
данного предмета на минус единицу. 
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Следствие. Свойство предметной противоположности
взаимно, то есть каждый предмет противоположен
противоположному ему предмету.
Определение. Неотрицательным предметным лучом
для  данного  предмета  называется  множество  всех
произведений  этого  предмета  на  произвольные
неотрицательные числа.
Следствие.  Для  любого  ненулевого предмета  на
действительной  предметной  прямой
неотрицательному предметному лучу принадлежит
один  и  только  один  элемент  пары,  состоящей  из
этого предмета и предмета, противоположного ему.
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Определение.  Представляющим семейство
множеств называется  множество,  имеющее
непременно  непустое теоретико-
множественное  пересечение с  каждым из
множеств этого семейства.
Следствие. Неотрицательный предметный луч
действительной предметной прямой
представляет каждую пару  противоположных
предметов этой прямой.
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Замечание. Наличие или отсутствие отрицательных
знаков при умножении или делении влияет только
на знаки произведения или частного соответственно
и благодаря  действенности отрицательности может
быть  рассмотрено  отдельно  применительно  к
итогам, тем более что не влияет на делимость именно
нацело.
Следствие.  При  решении  вопросов  кратности и
делимости достаточно  ограничиться  только
неотрицательными кратностью  и  делимостью,  то
есть  неотрицательным предметным лучом
действительной предметной прямой.
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Представляются  целесообразными  естественные
обобщения понятий наибольших общих делителей и
наименьших общих кратных применительно  к
произвольным  попарно соизмеримым значениям
величин, необходимо имеющим одну и ту же любую
размерность,  то  есть  однородным.  Как  всегда,
соизмеримыми называются именно и только такие
значения величин, для которых существуют  общие
делящие меры,  так  что  отношения которых  при
исключении деления на  нуль выражаются
непременно рациональными числами.



Ph. D. & Dr. Sc. LEV GRIGOREVIC GELIMSON: ОБЩИЕ ТЕОРИИ ПРЕДМЕТНЫХ
ЕДИНИЧНОСТИ, МНОЖИТЕЛЬНОСТИ, ЦЕЛОСТИ, КРАТНОСТИ, ДЕЛИМОСТИ,

ПОРЯДКА И КООРДИНАТ, ОТРАЖЕНИЙ СЕКУЩЕЙ УГЛА В ПРЯМОУГОЛЬНИКЕ
СТОРОНАМИ, МОДЕЛИРОВАНИЯ ВЫБОРА ПРИ МНОГОНАПРАВЛЕННОСТИ     41  /  450  

Определение.  Наибольшей общей делящей мерой
множества попарно соизмеримых значений
называется  наибольшее значение,  нацело  делящее
все эти значения. 
Замечание. Наличие или отсутствие отрицательных
знаков  у  таких  значений  не  влияет  на  их
соизмеримость или  несоизмеримость.  Поэтому
отрицательные знаки  можно  рассматривать
отдельно  и  при  решении  вопросов  соизмеримости
или  несоизмеримости ограничиваться  только
неотрицательными значениями.  Нуль соизмерим с
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произвольным  ненулевым значением,  поскольку
отношение  нуля к  этому  значению является
нулевым,  то  есть  рациональным числом.  Нули
делить  друг  на  друга  нельзя,  поэтому  для  них
необходимо  и  достаточно  естественным  образом
расширить  понятие  соизмеримости требованием
существования хотя  бы  одного  такого  ненулевого
общего значения,  с  которым  соизмеримы
рассматриваемые  значения,  то  есть
воспользоваться  свойством  переносности
(транзитивности)  отношения соизмеримости.
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Разумеется,  если  хотя  бы  одно такое  ненулевое
общее значение существует,  то  существует  и
бесконечное множество таких  значений,
получающихся  умножением  такого  значения  на
произвольные  рациональные числа.  При  таком
естественном расширении понятия соизмеримости
нули соизмеримы между собой как  произведения
любого общего значения на  нуль как  на
рациональное число.
В  итоге  для  полного  решения  вопросов  соизмеримости и
несоизмеримости достаточно  ограничиться  только
положительными значениями величин.
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Разумеется,  любое значение  соизмеримо с  самим
собой,  или  равные между  собой  значения
соизмеримы как равные произведениям их общего
значения  на  единицу  как  рациональное число.
Поэтому  представляет  интерес  решение  вопросов
соизмеримости или  несоизмеримости только
различных значений.
Рассмотрим  два  произвольных  неотрицательных
значения  a и  b,  которые  могут быть  и  равными
между  собой,  и  нулевыми,  в  том  числе
одновременно.
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Если оба этих значения a и b равны нулю, то любое
ненулевое значение является общей делящей мерой
этих  значений  a и  b,  так  что  именно  наибольшей
общей делящей меры нет,  а  единственной общей
кратной мерой нулей является только нуль, так что
именно наименьшей положительной общей кратной
меры нет. Если одно из этих значений  a и  b равно
нулю, а другое  положительно, то именно ему равна
наибольшая общая делящая мера,  а  единственной
общей кратной мерой является только нуль, так что
именно наименьшей положительной общей кратной
меры нет.
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В итоге для полного решения вопросов наибольшей
общей делящей меры и наименьшей положительной
общей кратной меры достаточно  ограничиться
только положительными значениями a и b величин.
Теорема.  Для  существования  хоть  наибольшей
общей делящей меры,  хоть  наименьшей
положительной общей кратной меры
положительных значений a и b величин необходима
и достаточна их соизмеримость.
Доказательство.
Необходимость.
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Если  существует  общая делящая мера
положительных значений  a и  b,  то  эти  значения
равны произведениям этой общей делящей меры на
положительные целые  числа  и  поэтому  имеют
непременно  рациональное отношение,  то  есть
соизмеримы между собой.
Если  существует  общая кратная мера
положительных значений  a и  b,  то  эти  значения
равны  частным от  деления этой  общей кратной
меры на  положительные целые  числа  и  поэтому
имеют непременно рациональное отношение, то есть
соизмеримы между собой.
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Необходимость доказана.
Достаточность доказывается следующей теоремой.
Теорема. Если отношение m/n соизмеримых значений
a и b выражается несократимой дробью r/s, где m, n,
r, s являются  положительными целыми числами,
причём r и s взаимно просты, то наибольшей общей
делящей мерой значений  a и  b является  общее
значение D{a, b} двух равных отношений 

D{a, b} = a/r = b/s, 
а наименьшей положительной общей кратной мерой
значений a и b является значение

K = rsD{a, b} = sa = rb.
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Доказательство.
Пусть  положительные значения  a и  b соизмеримы
между  собой,  то  есть  имеют  непременно
рациональное отношение  m/n,  где  m и  n
являются положительными целыми числами.
Если дробь  m/n сократима,  то  приводится  к
равной несократимой дроби  r/s делением  и
числителя  m,  и  знаменателя  n на  их
наибольший общий делитель (m, n), где  r и  s
являются  взаимно простыми положительными
целыми числами.
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То есть 
a/b = m/n = r/s.

Поэтому общее значение  D{a, b}  двух равных
отношений

D{a, b} = a/r = b/s
и является наибольшей общей делящей мерой
значений a и b, 
а наименьшей положительной общей кратной
мерой значений a и b является значение

K = rsD{a, b} = sa = rb.
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Общая теория  предметных кратности и делимости
вводит  и  развивает  систему  соответствующих
понятий,  исходя  из  непустого множества
произвольных  предметов как  векторов линейного
(векторного)  пространства над  скалярным полем
всех действительных чисел с действиями  сложения
векторов и умножения их на числа. При этом имеют
место все 8 свойств как аксиом обоих этих действий
сложения векторов (создающего  коммутативную,
или  абелеву,  группу)  и  умножения вектора на
скаляр.
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1.  Переместительный (коммутативный)  закон
сложения предметов как векторов.
2.  Сочетательный (ассоциативный) закон сложения
предметов как векторов.
3.  Существование нулевого предмета как
нулевого вектора (нейтрального  элемента
относительно  сложения  предметов как
векторов).
4.  Существование предмета как  вектора,
противоположного любому предмету как
вектору, как противоположного вектора.
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5.  Сочетательный (ассоциативный)  закон
умножения предметов как векторов на скаляр.
6.  Существование единичного (нейтрального
относительно умножения  на  скаляр)  элемента
скалярного поля, сохраняющего предмет как вектор.
7.  Распределительный (дистрибутивный)  закон
умножения предмета как  вектора на  скаляр
относительно сложения скаляров.
8.  Распределительный (дистрибутивный)  закон
умножения предмета как  вектора на  скаляр
относительно сложения векторов.
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Для конечных множеств предметов вводимые
наибольшие общие делящие  предметы и
наименьшие общие кратные предметы и
многомерные  прямоугольные
параллелепипеды, мерности  которых  равны
мощностям  этих  множеств,  в  частности
прямоугольники для  мощности  два,  обобщают
наибольшие общие делители и  наименьшие
(положительные,  что  является  необходимым
уточнением  названия)  общие кратные конечных
множеств целых чисел.



Ph. D. & Dr. Sc. LEV GRIGOREVIC GELIMSON: ОБЩИЕ ТЕОРИИ ПРЕДМЕТНЫХ
ЕДИНИЧНОСТИ, МНОЖИТЕЛЬНОСТИ, ЦЕЛОСТИ, КРАТНОСТИ, ДЕЛИМОСТИ,

ПОРЯДКА И КООРДИНАТ, ОТРАЖЕНИЙ СЕКУЩЕЙ УГЛА В ПРЯМОУГОЛЬНИКЕ
СТОРОНАМИ, МОДЕЛИРОВАНИЯ ВЫБОРА ПРИ МНОГОНАПРАВЛЕННОСТИ     55  /  450  

Определение.  Кратным предметом для  данного
предмета называется  любой предмет,  равный
произведению данного предмета  на  некоторое
неотрицательное целое число.
Определение. Общим кратным предметом для
множества предметов называется  любой
предмет,  кратный каждому предмету этого
множества.
Определение.  Делящим предметом для  данного
предмета называется  любой предмет,  кратным для
которого является данный предмет.
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Определение. Общим делящим предметом для
множества предметов называется  любой
предмет, делящий для каждого предмета этого
множества.
Определение.  Наименьшим общим кратным
предметом для  множества предметов
называется общий кратный предмет для этого
множества  предметов,  делящий для  каждого
общего кратного предмета для  этого
множества предметов.
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Определение.  Наибольшим общим делящим
предметом для  множества предметов называется
общий делящий предмет для  этого  множества
предметов,  кратный для  каждого общего делящего
предмета для этого множества предметов.
В итоге для полного решения вопросов наибольшего
общего делящего предмета и  наименьшего общего
кратного предмета достаточно  ограничиться
рассмотрением  умножений  предметов a и  b как
векторов только  на  положительные числа с
возможными дополнительными умножениями  на
минус единицу.
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Определение.  Предметы как  векторы
линейного  (векторного)  пространства  над
скалярным полем всех действительных чисел
называются  соизмеримыми между  собой  и
имеющими рациональное отношение,  если  в
этом  пространстве  существует  такой  общий
для всех этих предметов предмет, что каждый
из  этих  предметов  получается  умножением
этого  общего  предмета  на  некоторое
рациональное число.
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Теорема.  Имеющие  общий делящий предмет
предметы как  векторы линейного  (векторного)
пространства  над  скалярным  полем  всех
действительных чисел соизмеримы между собой.
Доказательство.
По  определению  общего делящего предмета
каждый  из  этих  предметов  равен
произведению  этого  общего делящего
предмета на некоторое целое число. А каждое
целое число является  рациональным числом,
что и доказывает теорему.
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Следствие.  Если  существует  общий делящий
предмет предметов a и  b как  векторов
линейного  (векторного)  пространства  над
скалярным полем всех действительных чисел,
то  предметы a и  b равны  произведениям этого
общего делящего предмета на  целые  числа  и
поэтому  имеют  непременно  рациональное
отношение в  смысле  получаемости  каждого
предмета a или  b из  другого  его  умножением  на
рациональное число,  то есть  соизмеримы между
собой.
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Теорема.  Имеющие  общий кратный предмет
предметы как  векторы линейного  (векторного)
пространства  над  скалярным  полем  всех
действительных чисел соизмеримы между собой.
Доказательство.
По  определению  общего кратного предмета
каждый из этих предметов равен частному от
деления  этого  общего кратного предмета на
некоторое  целое число. А обращение каждого
целого числа является рациональным числом,
что и доказывает теорему.
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Следствие.  Если  существует  общий кратный
предмет предметов a и  b как  векторов
линейного  (векторного)  пространства  над
скалярным полем всех действительных чисел,
то предметы a и b равны частным от делений этого
общего делящего предмета на  целые  числа  и
поэтому  имеют  непременно  рациональное
отношение в  смысле  получаемости  каждого
предмета a или  b из  другого  его  умножением  на
рациональное число,  то есть  соизмеримы между
собой.
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Теорема.  Если  отношение m/n соизмеримых
предметов a и  b как  векторов  линейного
(векторного)  пространства  над  скалярным  полем
всех действительных чисел выражено несократимой
дробью r/s, где m, n, r, s являются положительными
целыми числами, причём  r и s взаимно просты, то
наибольшим общим делящим предметом предметов
a и b является предмет

D{a, b} = a/r = b/s, 
а наименьшим общим кратным предметом предметов
a и b является предмет

M{a, b} = rsD{a, b} = sa = rb. 
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Доказательство.
Полезны  три  предварительных  разъясняющих
замечания.
Во-первых,  по  определению соизмеримости
предметы a и  b соизмеримы между  собой тогда  и
только  тогда,  когда  имеют  непременно
рациональное отношение a/b, то есть 

a/b = m/n,
где  m и  n являются  положительными целыми
числами, однако необязательно  взаимно простыми,
так что дробь m/n может быть сократимой.
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Во-вторых,  если  дробь  m/n сократима,  то  по
алгоритму  Евклида  или  с  помощью  разложений
числителя  m и  знаменателя  n в  произведения
простых множителей  по  основной  теореме
арифметики  приводится  к  равной несократимой
дроби r/s делением и числителя m, и знаменателя n
на их наибольший общий делитель (m, n), где  r и  s
являются  взаимно простыми положительными
целыми числами, так что

a/b = m/n = r/s.
В-третьих, действительно, a/r = b/s ввиду a/b = r/s.
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Докажем, что предмет
D{a, b} = a/r = b/s

является  наибольшим общим делящим
предметом предметов a и b.
Во-первых,  предмет D{a,  b} является  общим
делящим предметом предметов a и  b по  общему
определению делящих предметов, поскольку

a/D{a, b} = r,
b/D{a, b} = s

с положительными целыми числами r и s.
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Во-вторых, пусть предмет d является произвольным
общим делящим предметом предметов a и  b. Тогда
по общему определению делящих предметов

a/d = g,
b/d = h

с положительными целыми числами g и h. Так что
g/h = a/b = m/n = r/s.

Разложения  положительных целых числителя m и
знаменателя  n дроби m/n в  произведения  простых
сомножителей  по  основной  теореме  арифметики
непременно существуют и единственны.
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Как следствие приведение этой дроби m/n к именно
несократимой дроби r/s с  положительными целыми
числителем r и  знаменателем  s непременно
существует и единственно.
Поэтому для  положительных целых числителя g и
знаменателя  h любой дроби  g/h,  которая  равна
дроби m/n,  непременно  существует и  единственно
такое положительное целое число k, что имеет место
совокупность двух равенств

g = kr,
h = ks.
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Тогда
a/d = g = kr,
b/d = h = ks.

Так что
a/r = kd,
b/s = kd

и ввиду
D{a, b} = a/r = b/s

получаем
D{a, b}/d = (a/r)/d = (b/s)/d = kd/d = kd/d = k.



Ph. D. & Dr. Sc. LEV GRIGOREVIC GELIMSON: ОБЩИЕ ТЕОРИИ ПРЕДМЕТНЫХ
ЕДИНИЧНОСТИ, МНОЖИТЕЛЬНОСТИ, ЦЕЛОСТИ, КРАТНОСТИ, ДЕЛИМОСТИ,

ПОРЯДКА И КООРДИНАТ, ОТРАЖЕНИЙ СЕКУЩЕЙ УГЛА В ПРЯМОУГОЛЬНИКЕ
СТОРОНАМИ, МОДЕЛИРОВАНИЯ ВЫБОРА ПРИ МНОГОНАПРАВЛЕННОСТИ     70  /  450  

То  есть  общий делящий предмет D{a,  b}
предметов a и  b  кратен любому общему
делящему  предмету d предметов a и  b и
является  именно  наибольшим общим
делящим предметом предметов a и  b по
общему  определению  наибольшего общего
делящего предмета,  что  и  требовалось  доказать
первой частью теоремы о  том,  что  наибольшим
общим делящим предметом предметов a и  b
является предмет

D{a, b} = a/r = b/s.



Ph. D. & Dr. Sc. LEV GRIGOREVIC GELIMSON: ОБЩИЕ ТЕОРИИ ПРЕДМЕТНЫХ
ЕДИНИЧНОСТИ, МНОЖИТЕЛЬНОСТИ, ЦЕЛОСТИ, КРАТНОСТИ, ДЕЛИМОСТИ,

ПОРЯДКА И КООРДИНАТ, ОТРАЖЕНИЙ СЕКУЩЕЙ УГЛА В ПРЯМОУГОЛЬНИКЕ
СТОРОНАМИ, МОДЕЛИРОВАНИЯ ВЫБОРА ПРИ МНОГОНАПРАВЛЕННОСТИ     71  /  450  

Остаётся доказать вторую часть теоремы о том, что
наименьшим общим кратным предметом предметов
a и b является предмет

M{a, b} = rsD{a, b} = sa = rb. 
Во-первых,  сами  эти  равенства  показывают,  что
предмет M{a,  b} является  общим кратным
предметом предметов a и b по общему определению
общего кратного предмета,  коль  скоро  r и  s
являются положительными целыми числами.
Во-вторых,  пусть  μ является  любым общим
кратным предметом предметов a и b.
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Тогда  по  общему  определению  положительного
общего кратного предмета предметов a и  b
существуют такие  положительные целые числа  v и
w, что

μ = wa = vb.
Так что

v/w = a/b = m/n = r/s.
Разложения  положительных целых числителя m и
знаменателя  n дроби m/n в  произведения  простых
сомножителей  по  основной  теореме арифметики
непременно существуют и единственны.
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Как следствие приведение этой дроби m/n к именно
несократимой дроби r/s с  положительными целыми
числителем r и  знаменателем  s непременно
существует и единственно.
Поэтому для  положительных целых числителя v и
знаменателя  w любой дроби  v/w,  которая  равна
дроби m/n,  непременно  существует и  единственно
такое  положительное целое число  K, что  имеет
место совокупность двух равенств

v = Kr,
w = Ks.
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Тогда ввиду
μ = wa = vb,

M{a, b} = rsD{a, b} = sa = rb
получаем

μ = Ksa = Krb = KM{a, b}
с положительным целым числом K.
То  есть  общий кратный предмет M{a,  b}
значений a и b является делящим для любого
общего кратного предмета μ предметов a и b и
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является  именно  наименьшим общим
кратным предметом предметов a и  b по
его  общему  определению,  что  и
требовалось  доказать второй частью
теоремы о том,  что  наименьшим общим
кратным предметом предметов a и  b
является предмет

M{a, b} = rsD{a, b} = sa = rb. 
Тем самым теорема доказана полностью.
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Геометрические  изображения
наибольшего общего делящего предмета
D{a,  b′}, наименьшего общего кратного
предмета M{a, b′}  и соответствующих им
многомерных прямоугольных
параллелепипедов и  (при  делении
ординат  на  tgα при  угле  α между
основанием и  секущей)  кубов,  мерности
которых  равны  мощностям  множеств
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предметов, в частности прямоугольников
и  квадратов для  множества  из  двух
соизмеримых предметов a и  b′
мощностью  два,  в  размерных с
физической единицей предметов a и b′ и в
безразмерных относительных (делённых
на  наибольший общий делящий предмет
D{a,  b′})  координатах показаны  на
рисунках 1, 2 и 3 соответственно.
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Рисунок  1.  Наибольший общий делящий предмет D{a,  b′},
наименьший общий кратный предмет M{a, b′} и соответствующие им
многомерные прямоугольные параллелепипеды,  мерности которых
равны мощностям множеств предметов, в частности прямоугольники
для множества из двух соизмеримых предметов a и b′ мощностью два,
в размерных с физической единицей предметов a и b′ координатах.
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Рисунок  2.  Наибольший общий делящий предмет D{a,  b′},
наименьший общий кратный предмет M{a, b′} и соответствующие им
многомерные кубы,  мерности которых равны мощностям  множеств
предметов,  в  частности  квадраты для  множества  из  двух
соизмеримых предметов a и  b′ мощностью  два,  в  размерных с
физической единицей значений a и b′ координатах.
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Рисунок 3. Наибольший общий делящий предмет D{a, b′}, наименьший
общий кратный предмет M{a, b′} и соответствующие им многомерные
кубы,  мерности которых равны мощностям  множеств предметов,  в
частности квадраты для множества из двух соизмеримых предметов a
и  b′ мощностью два,  в  безразмерных относительных (делённых на
наибольший общий делящий предмет D{a, b′}) координатах.
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На  рисунке  1  изображены  наименьший общий
кратный прямоугольник EJrsKrsLrs сторонами
ELrs = M{a, b′} = sa = rb′ = rb/tgα = rb(ctgα) = rsD{a, b′},
EJrs = M{a, b′}tgα = satgα = rb′tgα = rb = rsD{a, b′}tgα,
в нём прямоугольник EFGH сторонами

EH = a = rD{a, b′},
EF = b = b′tgα = sD{a, b′}tgα,

причём  a ≥ b′,  в нём  наибольший общий делящий
прямоугольник EJKL сторонами

EL = D{a, b′},
EJ = D{a, b′}tgα.
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Диагональ EKrs наименьшего общего
кратного прямоугольника EJrsKrsLrs

изображает  действительный в  пределах
прямоугольника  EFGH и  равновеликий
предварительно кратко представленному
здесь  действительному мнимый
спрямлённый ход отражений  секущей EKrs

внутреннего угла FEH прямоугольника EFGH
в прямоугольнике EFGH его сторонами.
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На  рисунке  2  изображены  наименьший общий
кратный квадрат EJrsKrsLrs стороной  EJrs =  ELrs =
M{a, b′}, в нём прямоугольник EFGH сторонами EH
=  a,  EF  =  b′,  причём  a  ≥  b′,  в  нём  наибольший общий
делящий квадрат EJKL стороной  EJ  =  EL  =  D{a,  b′}.
Совпадающие  биссектриса и  диагональ EKrs наименьшего
общего кратного квадрата EJrsKrsLrs изображают
действительный в  пределах  прямоугольника  EFGH и
равновеликий предварительно  кратко  представленному
здесь  действительному мнимый спрямлённый ход
отражений  изображающей биссектрисы (секущей до
деления  ординат  на  tgα)  EK внутреннего  угла  FEH
прямоугольника EFGH в прямоугольнике его сторонами.
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Биссектриса EK в  прямоугольнике  EFGH
начинается  совпадающими  биссектрисой и
диагональю EK наибольшего общего
делящего квадрата EJKL,  продолжается  до
встречи  с  ближайшей  стороной
прямоугольника  EFGH, которой оказывается
его верхнее основание FG, поскольку a ≥ b′, и
далее,  оставаясь  внутри прямоугольника
EFGH,  последовательно отражается от  его
сторон  по  закону  равенства угла  падения  и
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угла отражения, то есть по закону зеркального
отражения светового  луча  и  по  закону
упругого отражения,  либо  до  первого
попадания в одну из вершин прямоугольника
EFGH,  в  которой  завершается целиком
изображающая биссектральная (секущая до
деления ординат на tgα) ломаная отражений в
прямоугольнике  его  сторонами  и  в  этом  и
только в этом случае оказывается  конечной,
что предполагается на рисунках 1, 2 и 3, либо
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продолжается  бесконечно без  попаданий  в
вершины прямоугольника EFGH.
На  рисунке  2  прямоугольник  EFGH
последовательно зеркально отражается
относительно  отражающей  стороны при
каждом отражении изображающей
биссектральной ломаной  отражений в
прямоугольнике его сторонами, что подробно
представлено в дальнейшем.
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Если  a  =  b′,  то  прямоугольник EFGH становится
квадратом,  биссектриса  EK внутреннего  угла
которого немедленно попадает в противоположную
вершину  квадрата  и  на  этом  завершается,  до  её
отражений  сторонами  дело  не  доходит, название
изображающей биссектральной ломаной
отражений в  прямоугольнике  сохраняется
чисто  формально  для  единообразия,
поскольку  она  ещё  и  целиком сводится к
прямолинейной диагонали квадрата, которая
является и биссектрисой.
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Если a > b′, то изображающая биссектральная
ломаная  отражений  в  прямоугольнике  не
завершается сразу же целиком,  а отражается
от  верхнего  основания  FG прямоугольника
EFGH, который  поэтому  зеркально  отражается
относительно именно этого основания и переходит в
прямоугольник FE2H2G, в котором ввиду равенства
угла падения и угла отражения в прямоугольнике
EFGH мнимый ход  биссектрисы EK
оказывается  её  прямолинейным
продолжением.
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В частном примере при r = 4, s = 3 на рисунке
2  мнимое  продолжение  биссектрисы EK в
прямоугольнике  FE2H2G первой встречает
правую боковую сторону GH2, который поэтому
зеркально  отражается  относительно  именно  этой
боковой  стороны и  переходит  в  прямоугольник
GH2E3F2,  в  котором  ввиду  равенства  угла
падения и угла отражения в прямоугольнике
FE2H2G мнимый  ход  биссектрисы EK
оказывается её прямолинейным продолжением.
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Мнимое  продолжение  биссектрисы EK в
прямоугольнике  GH2E3F2 первым встречает
верхнее  основание  H2E3,  который  поэтому
зеркально  отражается  относительно  именно
этого  верхнего  основания  и  переходит  в
прямоугольник  H2G2F3E3,  в  котором  ввиду
равенства  угла  падения  и  угла  отражения  в
прямоугольнике  GH2E3F2 мнимый  ход
биссектрисы EK оказывается  её
прямолинейным продолжением.
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Мнимое  продолжение  биссектрисы EK в
прямоугольнике  H2G2F3E3 первой встречает
правую  боковую  сторону  E3F3,  который
поэтому  зеркально  отражается  относительно
именно этой боковой стороны и переходит в
прямоугольник  E3F3G3H3,  в  котором  ввиду
равенства  угла  падения  и  угла  отражения  в
прямоугольнике  H2G2F3E3 мнимый  ход
биссектрисы EK оказывается  её
прямолинейным продолжением.
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Мнимое продолжение  биссектрисы EK в
прямоугольнике  E3F3G3H3 первым
встречает  верхнее  основание  F3G3,
который  поэтому  зеркально  отражается
относительно  именно  этого  верхнего
основания и переходит в прямоугольник
F3E4H4G3, в котором ввиду равенства угла
падения  и  угла  отражения  в
прямоугольнике  E3F3G3H3 мнимый  ход



Ph. D. & Dr. Sc. LEV GRIGOREVIC GELIMSON: ОБЩИЕ ТЕОРИИ ПРЕДМЕТНЫХ
ЕДИНИЧНОСТИ, МНОЖИТЕЛЬНОСТИ, ЦЕЛОСТИ, КРАТНОСТИ, ДЕЛИМОСТИ,

ПОРЯДКА И КООРДИНАТ, ОТРАЖЕНИЙ СЕКУЩЕЙ УГЛА В ПРЯМОУГОЛЬНИКЕ
СТОРОНАМИ, МОДЕЛИРОВАНИЯ ВЫБОРА ПРИ МНОГОНАПРАВЛЕННОСТИ     93  /  450  

биссектрисы EK оказывается  её
прямолинейным продолжением  и  в  том
же  частном примере при  r = 4, s  = 3 на
рисунке  2  завершается  целиком  в
вершине H4, совпадающей с вершиной Krs

наименьшего общего кратного квадрата
EJrsKrsLrs, в которой при соизмеримости a и b′
всегда  завершается  по  его  диагонали и
биссектрисе EKrs мнимое  продолжение
биссектрисы EK.



Ph. D. & Dr. Sc. LEV GRIGOREVIC GELIMSON: ОБЩИЕ ТЕОРИИ ПРЕДМЕТНЫХ
ЕДИНИЧНОСТИ, МНОЖИТЕЛЬНОСТИ, ЦЕЛОСТИ, КРАТНОСТИ, ДЕЛИМОСТИ,

ПОРЯДКА И КООРДИНАТ, ОТРАЖЕНИЙ СЕКУЩЕЙ УГЛА В ПРЯМОУГОЛЬНИКЕ
СТОРОНАМИ, МОДЕЛИРОВАНИЯ ВЫБОРА ПРИ МНОГОНАПРАВЛЕННОСТИ     94  /  450  

Следовательно,  при  соизмеримости сторон
прямоугольника  a и  b′,  отношение  которых
a/b′ выражается именно несократимой дробью
r/s,  длина  изображающей биссектральной
ломаной отражений в прямоугольнике равна
диагонали наименьшего общего кратного
квадрата EJrsKrsLrs и поэтому составляет (что
куда  менее  наглядно  и  куда  более
обстоятельно будет показано и в дальнейшем)

21/2M{a, b′} = 21/2sa = 21/2rb′ = 21/2rsD{a, b′}.
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2. ОБЩАЯ ТЕОРИЯ КОНЕЧНЫХ И
БЕСКОНЕЧНЫХ ПОСЛЕДОВАТЕЛЬНЫХ

ОТРАЖЕНИЙ СЕКУЩЕЙ ВНУТРЕННЕГО УГЛА
ПРЯМОУГОЛЬНИКА ЕГО СТОРОНАМИ
2.1. ПОСТАНОВКА ЗАДАЧ. ОСНОВНЫЕ

ОПРЕДЕЛЕНИЯ И РЕЗУЛЬТАТЫ
Пусть из вершины прямоугольника со сторонами a
и b исходит как секущая угла ломаная, строящаяся
по  закону  упругого  соударения  в  механике  и  по
закону  падения  и  отражения  светового  луча  в
оптике  (угол  падения  равен  углу  отражения)  от
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сторон прямоугольника внутрь его. Исходящий луч
включает  первый отрезок  секущей ломаной,
является  секущей исходного  внутреннего  угла
прямоугольника  и  образует  с  той  стороной  a
прямоугольника,  противоположную  которой
сторону  встречает  непременно  самой  первой  и,
будучи именно лучом, пересекает, угол

α  (0, π/2)∈ , 0 < α < π/2,
поскольку в тривиальных вырожденных случаях α = 0 и α =
π/2 секущая ломаная  сводится  к  единственной
соответствующей  стороне  прямоугольника,  исходящей  из
этой  его  вершины. Условимся  завершать  секущую
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ломаную  именно  целиком при  первом же  её
попадании в  одну из  вершин прямоугольника и  в
таком  и  только  в  таком  случае  считать  секущую
ломаную конечной.
Назовём отношение сторон прямоугольника 

σ = a/b
основательностью прямоугольника,  тангенс  угла
наклона первого отрезка секущей ломаной к стороне
a

τ = tgα
угловым коэффициентом секущей ломаной, а 

b′ = bπ/4 = b/τ = b/tgα = b(ctgα)
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биссектрально приведённой к α = π/4 стороной b.
Тогда  для  так  определяемой  секущей ломаной
отражений  в  прямоугольнике  верна следующая
общая теорема.

ОБЩАЯ ТЕОРЕМА
Секущая ломаная  отражений  в
прямоугольнике  не  может  попасть  в  ту  же
самую  вершину  прямоугольника,  откуда  эта
ломаная вышла. 
Секущая ломаная  отражений  в
прямоугольнике  конечна тогда  и  только
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тогда,  когда  произведение  основательности
прямоугольника  на  угловой  коэффициент
этой ломаной рационально, то есть

στ = (a/b)tgα = a/(b/tgα) = a/b′ = a/bπ/4 = r/s, 
где r, s – натуральные (положительные целые)
взаимно простые числа, то есть 

r, s  N = {1, 2, 3, ...}∈
и  их  наибольший  общий  делитель равен
единице:

(r, s) = 1.
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В  этом  случае  общее число Ng отрезков секущей
ломаной отражений в прямоугольнике равно 

Ng = r + s - 1.
В  этом  случае  введём  обозначение  наибольшей
общей делящей меры (здесь и всюду далее котангенс
угла α, а не произведение параметра c на тангенс угла α)

D{a, b′} = a/r = b′/s = bctgα/s = b(ctgα)/s = (b/s)(ctgα).
В  этом  случае  общая (суммарная)  длина секущей
ломаной отражений в прямоугольнике составляет 

Lg = ab/(D{a, b′}sinα) = sa/cosα = rb′/cosα = rb/sinα = 
rsD{a, b′}/cosα.
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Всеми самопересечениями секущей ломаной
отражений  в  прямоугольнике  образуется
равномерная ромбическая решётка из

Qg = (a/D{a, b′} - 1)(b(ctgα)/D{a, b′} - 1)/2 =
(a/D{a, b′} - 1)(b′/D{a, b′} - 1)/2 = (r - 1)(s - 1)/2 

равных между собой ромбов со сторонами D{a,
b′}/cosα,  с  диагоналями 2D{a,  b′},
параллельными сторонам  a прямоугольника,
и с диагоналями 2D{a, b′}tgα, параллельными
сторонам b прямоугольника.
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2.2. ПОСТРОЕНИЕ ОБЩЕЙ ТЕОРИИ
КОНЕЧНЫХ И БЕСКОНЕЧНЫХ

ПОСЛЕДОВАТЕЛЬНЫХ ОТРАЖЕНИЙ
СЕКУЩЕЙ ВНУТРЕННЕГО УГЛА

ПРЯМОУГОЛЬНИКА ЕГО СТОРОНАМИ 
Открытые явление и  закон и доказывающая
их  теорема конечной обратимости секущей
ломаной  отражений  в  прямоугольнике.
Непременно  конечная секущая ломаная
отражений в прямоугольнике обратима.
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Доказательство.
Поскольку эта  секущая ломаная отражений в
прямоугольнике  конечна,  то  состоит  из
именно конечного множества отрезков.
Траектория секущей ломаной  отражений  в
прямоугольнике  обратима ввиду  взаимной
однозначности  и  взаимной  обратимости
движения по законам падения и отражения.
Эта часть общей теоремы доказана.
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Открытые явление и  закон и
доказывающая их  теорема
невозвратимости секущей ломаной
отражений  в  прямоугольнике.
Невозможно возвращение секущей
ломаной отражений в прямоугольнике в
ту его вершину, из которой эта  секущая
ломаная вышла.
Доказательство методом от противоречащего.
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Допустим,  напротив,  что  существуют
такие прямоугольник и секущая ломаная
в  нём,  которая  попала  в  ту  же  самую
вершину  прямоугольника,  откуда  эта
ломаная вышла. Хотя бы один из углов,
образуемых каждым из отрезков секущей
ломаной отражений в прямоугольнике с
каждой  из  параллельных  сторон  a
прямоугольника, составляет α.



Ph. D. & Dr. Sc. LEV GRIGOREVIC GELIMSON: ОБЩИЕ ТЕОРИИ ПРЕДМЕТНЫХ
ЕДИНИЧНОСТИ, МНОЖИТЕЛЬНОСТИ, ЦЕЛОСТИ, КРАТНОСТИ, ДЕЛИМОСТИ,

ПОРЯДКА И КООРДИНАТ, ОТРАЖЕНИЙ СЕКУЩЕЙ УГЛА В ПРЯМОУГОЛЬНИКЕ
СТОРОНАМИ, МОДЕЛИРОВАНИЯ ВЫБОРА ПРИ МНОГОНАПРАВЛЕННОСТИ     106  /  450  

Поэтому  такая  секущая ломаная
вынуждена  вернуться  в  свою
исходную  вершину  прямоугольника
непременно по той же самой секущей
того  же  самого  внутреннего  угла
прямоугольника  при  этой  вершине
прямоугольника,  то  есть  по  своей
собственной траектории.
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Траектория этой  секущей ломаной  обратима ввиду
взаимной  однозначности  и  взаимной  обратимости
движения по законам падения и отражения.
Поскольку эта  секущая ломаная попала в одну из
вершин  прямоугольника,  то  эта  секущая ломаная
конечна,  то  есть  состоит  из  именно  конечного
множества отрезков.  Начиная с этой совпадающей
части траектории этой секущей ломаной в её начале
и  в  конце,  по  этой  секущей ломаной  можно
двинуться  от  совпадающих  начала  и  конца  этой
секущей ломаной к середине этой ломаной.



Ph. D. & Dr. Sc. LEV GRIGOREVIC GELIMSON: ОБЩИЕ ТЕОРИИ ПРЕДМЕТНЫХ
ЕДИНИЧНОСТИ, МНОЖИТЕЛЬНОСТИ, ЦЕЛОСТИ, КРАТНОСТИ, ДЕЛИМОСТИ,

ПОРЯДКА И КООРДИНАТ, ОТРАЖЕНИЙ СЕКУЩЕЙ УГЛА В ПРЯМОУГОЛЬНИКЕ
СТОРОНАМИ, МОДЕЛИРОВАНИЯ ВЫБОРА ПРИ МНОГОНАПРАВЛЕННОСТИ     108  /  450  

Раздвоение траектории этой  секущей ломаной
невозможно  ввиду  взаимной  однозначности  и
взаимной  обратимости  движения  по  законам
падения  и  отражения.  Следовательно,  через
конечное число  шагов  эта  секущая ломаная
вынуждена  отразиться  одной  из  сторон
прямоугольника  сама  в  себя.  Однако  для  этого
необходима  и  достаточна  именно
перпендикулярность падающего  и  отражённого
отрезков  этой  секущей ломаной  в  такой  точке
самоотражения  этой  секущей ломаной  к
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соответствующей  стороне  прямоугольника.
Но это невозможно, поскольку хотя бы один из
углов,  образуемых каждым из  отрезков  этой
ломаной с каждой из параллельных сторон  a
прямоугольника, составляет α, причём угол

α  (0, π/2), 0 < α < π/2,∈
то есть именно строго больше нуля и строго
меньше,  чем  π/2.  Полученное  противоречие
доказывает эту часть общей теоремы.
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Открытые явление и  закон и
доказывающая их  теорема
неповторяемости секущей ломаной
отражений  в  прямоугольнике. Для
секущей ломаной  отражений  в
прямоугольнике  невозможно повторное
прохождение ни единого своего отрезка в
одном и том же направлении.
Доказательство методом от противоречащего.
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В  противоречии с  теоремой допускаем
существование  таких  прямоугольника,
секущей ломаной  отражений  в
прямоугольнике и её отрезка, проходимого ею
хотя  бы дважды в  одном  и  том  же
направлении.  Тогда  секущая ломаная
отражений  в  прямоугольнике,  начиная  с
начала  первого прохождения этого отрезка,
образует цикл до начала второго прохождения
этого же отрезка. Далее этот цикл повторяется
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бесконечно. Сойти с этого цикла секущая
ломаная отражений в прямоугольнике не
может ввиду  однозначности и
обратимости своего движения по законам
падения и отражения. Следовательно, эта
секущая ломаная  отражений  в
прямоугольнике  непременно  бесконечна
и никогда не попадёт ни в одну из вершин
прямоугольника. 
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А  теперь  начнём  с  начала  второго
прохождения этого же  отрезка движение  по
секущей ломаной  отражений  в
прямоугольнике  в  противоположном её
направлении. Ввиду  взаимных однозначности
и  обратимости её  движения по  законам
падения и отражения произойдёт её возврат к
началу того  же  самого  первого цикла,  но
теперь  уже проходимого  в  направлении,
противоположном первоначальному. И вновь
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этот  цикл теперь  уже в  противоположном
направлении будет  проходиться  секущей
ломаной отражений в прямоугольнике именно
бесконечно.  Избежать  такого  бесконечного
прохождения  этого цикла секущая ломаная
отражений в прямоугольнике  не может ввиду
её  движения по  взаимно однозначным и
обратимым законам падения и отражения, что
исключает возможность любого раздвоения её
траектории.  Поэтому  такая  якобы  секущая
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ломаная  отражений  в  прямоугольнике  не
могла выйти  как  секущая
соответствующего  внутреннего  угла  из
своей  исходной вершины
прямоугольника и вообще является отнюдь
не  именно  секущей ломаной  отражений  в
прямоугольнике,  а  циклической наклонной
ломаной отражений в прямоугольнике.
Полученное  противоречие  доказывает
теорему.
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Открытые явление и  закон и
доказывающая их  теорема
непротивоходности секущей ломаной
отражений  в  прямоугольнике. Для
секущей ломаной  отражений  в
прямоугольнике  невозможно повторное
прохождение ни единого своего отрезка в
противоположных направлениях.
Доказательство методом от противоречащего.
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В  противоречии с  теоремой допускаем
существование  таких  прямоугольника,
секущей ломаной  отражений  в
прямоугольнике и её отрезка, проходимого ею
хотя  бы дважды в противоположных
направлениях. Тогда  секущая ломаная
отражений  в  прямоугольнике,  начиная  с
начала  второго прохождения этого отрезка в
направлении, противоположном направлению
первого прохождения этого отрезка,
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непременно  возвращается именно  по  своей
собственной траектории теперь  уже в
противоположном направлении к  своему
началу в  своей  исходной вершине
прямоугольника,  из  которой она вышла как
секущая соответствующего внутреннего угла.
Сойти с  этого  пути  секущая ломаная
отражений в прямоугольнике  не может ввиду
однозначности и  обратимости своего
движения по  законам падения и  отражения.
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Следовательно, эта  секущая ломаная
отражений  в  прямоугольнике
непременно  конечна и  вернулась к
своему началу.
Однако  это  противоречит теореме о
невозвратимости секущей ломаной
отражений в прямоугольнике.
Полученное  противоречие  доказывает
теорему.
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При необходимости путём поворотов,
включая  пространственные,  а  если
ограничиваться  плоскостью,  то  и  с
использованием  зеркальной
симметрии  располагаем
рассматриваемый  прямоугольник  на
рассматриваемой  плоскости
следующим образом:
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1.  Исходящий  луч  секущей ломаной
отражений  в  прямоугольнике  включает
первый отрезок  секущей ломаной,  является
секущей исходного  внутреннего  угла
прямоугольника и образует с той стороной  a
прямоугольника,  противоположную  которой
сторону встречает непременно самой первой и,
будучи именно лучом, пересекает, угол

α  (0, π/2), 0 < α < π/2.∈
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Эта  сторона  a прямоугольника,  называемая
его основанием, располагается горизонтально.
Тогда  другая  сторона  b прямоугольника,
называемая  его  высотой,  располагается
вертикально.
2.  Рассматриваемый  луч,  являющийся
секущей  одного  из  внутренних  углов
прямоугольника,  исходит  из  его  левого
нижнего угла. 
Введём обозначения согласно рисунку 4.
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Рисунок 4. Секущая ломаная A0A1A2A3A4A5A6A7A8A9

отражений в прямоугольнике EFGH.
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Прямоугольник  EFGH имеет  основание a и
высоту b, причём 

a ≥ b(ctgα).
Секущая ломаная 

A0A1A2A3A4A5A6A7A8A9

отражений  в  прямоугольнике  началась в  углу  E
прямоугольника  EFGH, в  данном случае оказалась
конечной, состоящей из 9 отрезков, номера которых
совпадают  с  индексами  концов отрезков,  и
завершилась именно  целиком в  противоположном
углу G прямоугольника EFGH.
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Поэтому  для  совместного  сохранения  и
логики обозначений  вершин
прямоугольника,  и  логики обозначений
вершин  секущей ломаной отражений  в
прямоугольнике  потребовались  двукратные
обозначения  указанных  двух  вершин
прямоугольника

E = A0,
G = A9.

Первым научным методом является анализ.
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Более  того,  введём  именно
иерархический анализ,  то  есть
многоуровневые соподчинённые
разложение и рассмотрение. 
Применительно  к  секущей ломаной
отражений  в  прямоугольнике
естествен  и  целесообразен  именно
трёхуровневый иерархический анализ:
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1.  Сверхуровень целого:  конечная  или
бесконечная секущая ломаная отражений
в  прямоугольнике,  взятая  именно
целиком, в целом.
2.  Уровень частного: частей секущей
ломаной отражений в прямоугольнике.
3.  Подуровень единичного:  отдельных
отрезков (звеньев,  элементов)  секущей
ломаной отражений в прямоугольнике.
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Сверхуровень целого всегда и подуровень
единичного в  данном случае
определяются естественно и однозначно.
Естественна  и  однозначна  также  сама
идея разбиения секущей ломаной
отражений  в  прямоугольнике  на  части,
однако в  данном случае допускает  две
модификации, слегка различающиеся по
мере удобства их использования.
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Модификация 1.
Разобьём секущую ломаную отражений  в
прямоугольнике на  части,  каждая из  которых
включает  однонаправленное (попеременно
вправо для  частей  с  нечётными номерами  и
влево для частей с чётными номерами) именно
поступательное движение  горизонтальной
проекции текущей точки секущей ломаной
отражений  в  прямоугольнике  и  при  этом
непременно  завершается на  одной  из  двух
вертикальных сторон прямоугольника.
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Например, по  модификации 1 применительно
к  изображённому  на  рисунке  4  случаю
секущей ломаной  отражений  в
прямоугольнике
первой частью является

A0A1A2A3,
второй частью является

A3A4A5A6,
а третьей частью является

A6A7A8A9.
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Модификация 2.
Предварительно разобьём секущую
ломаную отражений в прямоугольнике на
части по модификации 1. Затем из каждой
части секущей ломаной  отражений  в
прямоугольнике,  если эта часть не
завершается попаданием в  одну  из
вершин  прямоугольника  и  поэтому  не
является завершающей,  последней в
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секущей ломаной  отражений  в
прямоугольнике,  изымается именно
последний отрезок и добавляется к теперь
начинающейся с  него следующей части
секущей ломаной  отражений  в
прямоугольнике.  Тогда  каждая из  частей
секущей ломаной  отражений  в
прямоугольнике  непременно завершается на
одной  из  двух  теперь  уже горизонтальных
сторон прямоугольника.
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Например, по  модификации 2 применительно
к  изображённому  на  рисунке  4  случаю
секущей ломаной  отражений  в
прямоугольнике
первой частью является

A0A1A2,
второй частью является

A2A3A4A5,
а третьей частью является

A5A6A7A8A9.
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Далее  обе  модификации рассматриваются  то
последовательно, то параллельно.
Модификация  2  построена  на  основе
модификации  1  и  в  этом  смысле  вторична,
однако  завершает  каждую  часть  секущей
ломаной отражений в прямоугольнике (кроме
последней её  части,  одинаково для  обеих
модификаций  завершающей  эту  секущую
ломаную  именно  целиком)  ровно  на  один
отрезок раньше.
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Поэтому  итоги  модификации  2  обычно
рассматриваются  прежде итогов
модификации 1.
При различии итогов обеих модификаций
соответствующее  модификации  1 или
модификации  2 обозначение  каждого
такого  итога  снабжается  номером
модификации в круглых скобках в левом
нижнем указателе (индексе) обозначения.
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Начинаем  рассмотрение  секущей
ломаной отражений в прямоугольнике по
порядку с первого отрезка

A0A1.
Он  является  началом секущей
внутреннего левого нижнего угла
прямоугольника,  образует  с  основанием
(в  данном  случае  нижней стороной)
прямоугольника угол 
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α  (0, π/2), 0 < α < π/2∈
и  как  гипотенуза прямоугольного
треугольника  имеет  проекции b на
левую вертикальную сторону
прямоугольника  и b(ctgα) на  его
нижнюю горизонтальную сторону
ввиду нестрогого неравенства

a ≥ b(ctgα).
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Если  в  этом  нестрогом неравенстве
осуществляется именно равенство

a = b(ctgα),
то  вся  проблема  становится  не  просто
тривиальной, а именно простейшей: 
1. Секущая внутреннего угла прямоугольника
по  совместительству  становится  ещё  и
диагональю этого  прямоугольника,
наибольшая общая делящая мера 
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D{a, b′} = a = b′ = b(ctgα), 
отношение 

a/(b(ctgα)) = (a/b)tgα = 1
выражается  отношением  взаимно  простых
натуральных чисел 

r = 1, 
s = 1.

2.  Секущая ломаная отражений в прямоугольнике
целиком состоит из этой  диагонали,  трёхуровневая
иерархия сводится  к  одноуровневой,  общее  число
отрезков секущей ломаной единично: 
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Ng = 1 = r + s - 1,
общая длина секущей ломаной есть
Lg = a/cosα = b/sinα = ab/(D{a, b′}sinα) = sa/cosα

= rb/sinα = rsD{a, b′}/cosα,
общее  количество  образуемых  всеми
самопересечениями секущей ломаной  равных
между собой ромбов со сторонами D{a, b′}/cosα,
с  диагоналями 2D{a,  b′},  параллельными
сторонам  a прямоугольника,  и диагоналями
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2D{a,  b′}tgα,  параллельными  сторонам  b
прямоугольника, нулевое: 

Qg = 0 = (a/D{a, b′} - 1)(b(ctgα)/D{a, b′} -
1)/2 = 

(r - 1)(s - 1)/2. 
Следовательно, в случае 

a = b(ctgα)
требуемая  общая теорема проверена
непосредственно и тем самым доказана.
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Поэтому  в  дальнейшем  можно  ограничиться
случаем строгого неравенства

a > b(ctgα).
Разделим строго большее a на строго меньшее
b(ctgα) нацело,  вообще  говоря,  с
неотрицательным остатком X1 (который,  в
частности, может быть и нулевым): 

a = [a/(b(ctgα))]b(ctgα) + X1 = [(a/b)tgα]b/tgα + X1. 
Здесь для неполного целого частного 

[a/(b(ctgα))] = [(a/b)tgα] 
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использовано  известное  обозначение  целой
части (антье,  фр.  entier)  действительного
числа.  Она  по  определению  является
алгебраически наибольшим целым числом, не
превышающим это  действительное  число,  и
обозначается  этим  действительным  числом,
заключённым в  квадратные скобки, которые
в данной научной монографии используются
исключительно для обозначения целой части.
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По модификации 2 первая часть B0B1 секущей
ломаной  отражений  в  прямоугольнике,  на
рисунке 4 

A0A1A2,
начинается  в  точке  B0,  на  рисунке  4
совпадающей  с  точкой  E и  с  точкой  A0,  в
общем случае состоит из

(2)N1 = [a/(b(ctgα))] = [(a/b)tgα]
отрезков общей длиной 

(2)L1 = [a/(b(ctgα))]a/cosα = [(a/b)tgα]a/cosα = 
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[a/(b(ctgα))]b/sinα = [(a/b)tgα]b/sinα
и  завершается  точкой  B1,  на  рисунке  4
совпадающей  с  точкой  A2,  перед правой
вертикальной стороной  прямоугольника
перед дальнейшим  отражением  от  неё  на
расстоянии
X1 = a - [a/(b(ctgα))]b(ctgα) = a - [(a/b)tgα]b/tgα ≥

0
от  этой  правой вертикальной стороны
прямоугольника. 
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По  модификации  1 каждая часть секущей
ломаной  отражений  в  прямоугольнике
завершается на его  боковой стороне, которая
противоположна той его  боковой стороне,  на
которой  эта часть начинается.  Первая часть
секущей ломаной  отражений  в
прямоугольнике B0C1, на рисунке 4

A0A1A2A3,
начинается  в  точке  B0,  на  рисунке  4
совпадающей с точкой E и с точкой A0, при
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HB1 = X1 = a - [(a/b)tgα]b(ctgα) = a - [(a/b)tgα]b/tgα = 0
состоит из

(1)N1 = (2)N1 = [(a/b)tgα]
отрезков,
при

HB1 = X1 = a - [(a/b)tgα]b(ctgα) > 0
состоит из

(1)N1 = (2)N1 + 1 = [(a/b)tgα] + 1
отрезков,
при
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HB1 = X1 = a - [(a/b)tgα]b(ctgα) = a - [(a/b)tgα]b/tgα ≥ 0
общей длиной
(1)L1 = a/cosα = (2)L1 + X1/cosα = [(a/b)tgα]b/sinα +

(a - [(a/b)tgα]b(ctgα))/cosα,
и  завершается точкой  C1,  на  рисунке  4
совпадающей  с  точкой  A3,  на  правой
вертикальной стороне  HG прямоугольника
перед  дальнейшим  отражением  от  неё  на
расстоянии
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HC1 = X1tgα = (a - [(a/b)tgα]b(ctgα))tgα = atgα -
[(a/b)tgα]b ≥ 0

от  того основания прямоугольника,  на
котором  по  модификации    2   завершается
первая часть секущей ломаной  отражений в
прямоугольнике,  на  рисунке  4  от  нижнего
основания EH прямоугольника EFGH.
Если неотрицательный остаток аннулируется:

X1 = a - [a/(b(ctgα))]b(ctgα) = a - [(a/b)tgα]b/tgα = 0, 
то имеет место несколько более общий и несколько
более  сложный  (чем  простейший  выше)  частный
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случай,  когда  натуральным  числом является
отношение 

a/(b(ctgα)) = (a/b)tgα = [a/(b(ctgα))] = [(a/b)tgα] = r,
s = 1,

D{a, b′} = b′ = b(ctgα) = b/tgα,
секущая ломаная  отражений  в
прямоугольнике  попадает  в  одну  из  вершин
правой вертикальной стороны
прямоугольника, на этом завершается именно
целиком и  исчерпывается своей  первой
частью,  трёхуровневая иерархия сводится  к
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двухуровневой, общее число отрезков секущей
ломаной составляет 

Ng = r = r + s - 1,
общая длина секущей ломаной составляет 

Lg = a/cosα = [a/(b(ctgα))]b/sinα =
[(a/b)tgα]b/sinα = sa/cosα = rb/sinα = rsD{a,

b′}/cosα,
общее  количество образуемых  всеми
самопересечениями секущей ломаной  равных
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между собой  ромбов со стороной 21/2D{a, b′}
нулевое: 

Qg = 0 = (a/D{a, b′} - 1)(b(ctgα)/D{a, b′} - 1)/2 =
(a/D{a, b′} - 1)(b′/D{a, b′} - 1)/2 = (r - 1)(s - 1)/2.

Следовательно, в случае
X1 = a - [a/(b(ctgα))]b(ctgα) = a - [(a/b)tgα]b/tgα = 0

выполняется равносильное соотношение
a = rb(ctgα) = rb/tgα
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при  натуральном числе  r,  требуемая  общая
теорема проверена  непосредственно  и  тем
самым доказана.
Поэтому  в  дальнейшем  можно  ограничиться
случаем строгого неравенства
X1 = a - [a/(b(ctgα))]b(ctgα) = a - [(a/b)tgα]b(ctgα)

= a - [(a/b)tgα]b/tgα > 0.
По  модификации  2 вторая часть B1B2 секущей
ломаной отражений в прямоугольнике, на рисунке 4

A2A3A4A5,
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в общем случае начинается точкой B1 (на
рисунке  4  совпадающей  с  точкой  A2), в
качестве  первых двух отрезков с суммой
длин

 b/sinα
имеет B1C1 и C1D1 (на рисунке 4 точки C1 и D1

совпадают с точками A3 и A4 соответственно)
и  завершается  точкой  B2 (на  рисунке  4
совпадающей  с  точкой  A5)  перед левой
вертикальной стороной  EF прямоугольника
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EFGH перед дальнейшим отражением от неё
на расстоянии

EB2 = X2 ≥ 0
от  этой  левой вертикальной стороны
прямоугольника.
Поскольку  нас  интересуют  общее число
отрезков секущей ломаной  отражений  в
прямоугольнике  и  общая её  длина,  то  они
подсчитываются  накопительно
(инкрементально),  то  есть  нарастающим
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итогом, а именно, для рассматриваемой и всех
предшествующих ей  частей секущей ломаной
от  её  начала  совместно,  суммарно для
сокращения  количества  обозначений  и  их
упрощения.
Последовательно определяем:

HB1 = HC1 = X1 = a - [a/(b(ctgα))]b(ctgα) = 
a - [(a/b)tgα]b(ctgα) = a - [(a/b)tgα]b/tgα;

GD1 = b(ctgα) - X1 = b(ctgα) - {a -
[(a/b)tgα]b(ctgα)} = {1 + [(a/b)tgα]}b(ctgα) - a; 
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FD1 = a - GD1 = 2a - {1 + [(a/b)tgα]}b(ctgα); 
X2 = EB2 = FD1 - [FD1/h]h = 2a - {1 +

[(a/b)tgα]}b(ctgα) - [2(a/b)tgα]b(ctgα) + b(ctgα) +
[(a/b)tgα]b(ctgα) = 2a - [2(a/b)tgα]b(ctgα); 

(2)N2 = N1 + 2 + [FD1/h] = [(a/b)tgα] + 2 +
[2a/(b(ctgα))] - {1 + [(a/b)tgα]} = [2(a/b)tgα] + 1;
(2)L2 = L1 + A0A1 + [FD1/h]A0A1 = [(a/b)tgα]b/sinα

+ b/sinα + [2(a/b)tgα]b/sinα - b/sinα -
[(a/b)tgα]b/sinα = [2(a/b)tgα]b/sinα.
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По  модификации  1 вторая часть секущей
ломаной  отражений  в  прямоугольнике C1C2,
на рисунке 4

A3A4A5A6,
начинается в  точке  C1,  на  рисунке  4
совпадающей  с  точкой  A3,  и  завершается
точкой C2, на рисунке 4 совпадающей с точкой
A6,  на  левой вертикальной стороне  EF
прямоугольника EFGH перед  дальнейшим
отражением от неё на расстоянии
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EC2 = X2tgα = (2a - [2(a/b)tgα]b(ctgα))tgα = 2atgα
- [2(a/b)tgα]b ≥ 0

от  того основания прямоугольника,  на
котором  по  модификации  2 завершается
вторая часть секущей ломаной  отражений  в
прямоугольнике,  на  рисунке  4  от  нижнего
основания EH прямоугольника EFGH.
Первая и вторая части вместе состоят при

EB2 = X2 = 2a - [2(a/b)tgα]b(ctgα) = 0
из
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(1)N2 = (2)N2 = [2(a/b)tgα] + 1
отрезков,
при

EB2 = X2 = 2a - [2(a/b)tgα]b(ctgα) > 0
из
(1)N2 = (2)N2 + 1 = [2(a/b)tgα] + 1 + 1 = [2(a/b)tgα] + 2
отрезков,
при

EB2 = X2 = 2a - [2(a/b)tgα]b(ctgα) ≥ 0
общей длиной 
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(1)L2 = 2a/cosα = (2)L2 + X2/cosα = [2(a/b)tgα]b/sinα
+ (2a - [2(a/b)tgα]b(ctgα))/cosα = [2(a/b)tgα]b/sinα

+ (2a/cosα - [2(a/b)tgα]b/sinα).
Совместное рассмотрение формул  по  модификации
2 для  первой части секущей ломаной отражений в
прямоугольнике 

(2)N1 = [(a/b)tgα],
(2)L1 = [(a/b)tgα]b/sinα,

X1 = a - [(a/b)tgα]b(ctgα) = a - [(a/b)tgα]b/tgα
и для объединения первой и второй частей секущей
ломаной отражений в прямоугольнике 
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(2)N2 = [2(a/b)tgα] + 1,
(2)L2 = [2(a/b)tgα]b/sinα,

X2 = 2a - [2(a/b)tgα]b(ctgα) = 2a - [2(a/b)tgα]b/tgα
позволяет  нестрогим методом неполной
индукции (наведения)  сделать  всего  лишь
возможное и  только  правдоподобием
обоснованное допущение как  предположение.
Оно заключается в том, что по модификации 2
для  объединения частей секущей ломаной
отражений  в  прямоугольнике  с  первой по
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имеющую  номер n могут иметь  место  и
поэтому  подлежат  именно  целесообразному
испытанию следующие формулы:

(2)Nn = [n(a/b)tgα] + n - 1,
(2)Ln = [n(a/b)tgα]b/sinα,

Xn = na - [n(a/b)tgα]b(ctgα) = na - [n(a/b)tgα]b/tgα.
Строгим дедуктивным методом математической
индукции (выведения)  докажем эти  пока
предполагаемые формулы для объединения первых
n частей секущей  ломаной  отражений  в
прямоугольнике по модификации 2:
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объединение первых n частей секущей ломаной
отражений  в  прямоугольнике  состоит  из  общего
числа

(2)Nn = [n(a/b)tgα] + n - 1
отрезков общей (суммарной) длиной 

(2)Ln = [n(a/b)tgα]b/sinα
и  завершается перед вертикальной стороной
прямоугольника  или  на ней перед дальнейшим
отражением от  неё,  если  она  не достигнута,  на
расстоянии

Xn = na - [n(a/b)tgα]b(ctgα) = na - [n(a/b)tgα]b/tgα
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от  этой  вертикальной стороны прямоугольника,
нулевом именно и только в случае её достижения в
одном из обоих её концов. 
Для

n = 1
(и даже для n = 2,
что  избыточно для  метода математической
индукции (выведения),  однако  потребовалось для
улавливания всего  лишь  предчувствуемой
закономерности нестрогим методом неполной
индукции (наведения)) мы уже вывели и тем самым
проверили эти формулы непосредственно.
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Чтобы  обосновать именно  каждый шаг
математической индукции,  допустим,  что  эти
формулы  верны для  некоторого произвольного
натурального числа n,  и  на  основании  этого
допущения докажем,  что  в  таком  случае  эти
формулы  непременно  верны и  для  следующего
натурального числа n + 1. Сугубо для наглядности
используем  рисунок  5  с  дополнительными
обозначениями  буквами  B,  C,  D с  индексами  по
номерам частей секущей ломаной  отражений  в
прямоугольнике.
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Рисунок 5. (n + 1)-я часть секущей ломаной
отражений в прямоугольнике CnDn...Bn+1Cn+1 по

модификации 1 и BnCnDn...Bn+1 по модификации 2. 
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Последовательно определяем:
HBn = Xn = na - [n(a/b)tgα]b(ctgα);

GDn = b(ctgα) - HBn = b(ctgα) - Xn = 
b(ctgα) - {na - [n(a/b)tgα]b(ctgα)} = 

{1 + [n(a/b)tgα]}b(ctgα) - na; 
FDn = a - GDn = (n + 1)a - {1 +

[n(a/b)tgα]}b(ctgα); 
Xn+1 = EBn+1 = FDn - [FDn/h]h = (n + 1)a - {1 +
[n(a/b)tgα]}b(ctgα) - [(n + 1)(a/b)tgα]b(ctgα) +

b(ctgα) + [n(a/b)tgα]b(ctgα) = 
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(n + 1)a - [(n + 1)(a/b)tgα]b(ctgα); 
(2)Nn+1 = (2)Nn + 2 + [FDn/(b(ctgα))] =

[n(a/b)tgα] + n - 1 + 2 + [(n + 1)a/(b(ctgα))] -
{1 + [n(a/b)tgα]} = 

[(n + 1)(a/b)tgα] + (n + 1) - 1;
(2)Ln+1 = Ln + A0A1 + [FDn/(b(ctgα))]A0A1 =

[n(a/b)tgα]b/sinα + b/sinα + [(n +
1)(a/b)tgα]b/sinα - b/sinα - [n(a/b)tgα]b/sinα = 

[(n + 1)(a/b)tgα]b/sinα.
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Тем  самым  строго доказаны
дедуктивным методом математической
индукции (выведения) 
полученные нестрогим методом неполной
индукции (наведения)  формулы  для
объединения первых n частей секущей
ломаной отражений в прямоугольнике по
модификации 2:
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объединение первых n частей секущей
ломаной  отражений  в  прямоугольнике
состоит из общего числа

(2)Nn = [n(a/b)tgα] + n - 1
отрезков общей (суммарной) длиной 

(2)Ln = [n(a/b)tgα]b/sinα
и  завершается перед вертикальной стороной
прямоугольника  или  на ней перед
дальнейшим отражением от неё,  если она  не
достигнута, на расстоянии



Ph. D. & Dr. Sc. LEV GRIGOREVIC GELIMSON: ОБЩИЕ ТЕОРИИ ПРЕДМЕТНЫХ
ЕДИНИЧНОСТИ, МНОЖИТЕЛЬНОСТИ, ЦЕЛОСТИ, КРАТНОСТИ, ДЕЛИМОСТИ,

ПОРЯДКА И КООРДИНАТ, ОТРАЖЕНИЙ СЕКУЩЕЙ УГЛА В ПРЯМОУГОЛЬНИКЕ
СТОРОНАМИ, МОДЕЛИРОВАНИЯ ВЫБОРА ПРИ МНОГОНАПРАВЛЕННОСТИ     172  /  450  

Xn = na - [n(a/b)tgα]b(ctgα) = na - [n(a/b)tgα]b/tgα
от этой вертикальной стороны прямоугольника,
нулевом именно  и  только  в  случае  её
достижения в одном из обоих её концов.
По  модификации  1 (n  +  1)-я часть секущей
ломаной  отражений  в  прямоугольнике
CnDn...Bn+1Cn+1 на рисунке 5 начинается в точке
Cn на  правой вертикальной стороне  HG
прямоугольника EFGH и завершается точкой
Cn+1 на  левой вертикальной стороне  EF
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прямоугольника EFGH перед  дальнейшим
отражением от неё на расстоянии

ECn+1 = Xn+1tgα =
((n + 1)a - [(n + 1)(a/b)tgα]b(ctgα))tgα =

(n + 1)atgα - [(n + 1)(a/b)tgα]b ≥ 0
от  того основания прямоугольника,  на
котором по  модификации 2 завершается (n  +
1)-я часть BnCnDn...Bn+1 секущей ломаной
отражений в прямоугольнике, на рисунке 5 от
нижнего основания EH прямоугольника EFGH.
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По модификации   1   объединение первых n
частей  секущей ломаной  отражений  в
прямоугольнике состоит при

HBn = Xn = na - [n(a/b)tgα]b(ctgα) = 0
из

(1)Nn = (2)Nn = [n(a/b)tgα] + n - 1
отрезков,
при

HBn = Xn = na - [n(a/b)tgα]b(ctgα) > 0
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из
(1)Nn = (2)Nn + 1 = [n(a/b)tgα] + n - 1 + 1 =

[n(a/b)tgα] + n
отрезков,
при

HBn = Xn = na - [n(a/b)tgα]b(ctgα) ≥ 0
общей длиной

(1)Ln = na/cosα = (2)Ln + Xn/cosα =
[n(a/b)tgα]b/sinα + (na - [n(a/b)tgα]b(ctgα))/cosα

= [n(a/b)tgα]b/sinα + (na/cosα - [n(a/b)tgα]b/sinα).
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Для  конечности секущей ломаной отражений
в  прямоугольнике  необходимо и  достаточно,
чтобы для  некоторого объединения первых n
её  частей для  некоторого натурального числа
n выполнялись равносильные условия

Xn = na - [n(a/b)tgα]b(ctgα) = 0,
na = [n(a/b)tgα]b/tgα,

n(a/b)tgα = [n(a/b)tgα].
Число  [n(a/b)tgα] натурально.  Обозначим его
буквой m:
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m = [n(a/b)tgα]  N∈ .
Из последних двух равенств следует, что

n(a/b)tgα = m,
(a/b)tgα = m/n,

где m и n – натуральные числа.
Следовательно,  для конечности секущей
ломаной отражений в прямоугольнике необходимо
и достаточно, чтобы произведение основательности

σ = a/b 
прямоугольника на угловой коэффициент
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τ = tgα 
этой  секущей ломаной было рационально, то
есть

στ = (a/b)tgα = r/s, 
где r, s – натуральные взаимно простые числа,
то есть 

r, s  ∈ N = {1, 2, 3, ...}
и  их  наибольший  общий  делитель равен
единице:

(r, s) = 1.
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При  первом попадании в  одну  из  вершин
прямоугольника  секущая ломаная
завершается именно  целиком.  Поэтому,  хотя
указанное рациональное число

στ = (a/b)tgα = r/s
может  быть  выражено  бесконечным
множеством пар натуральных чисел  m и  n
ввиду  равносильности пар при умножении и
числителя, и знаменателя дроби на одно и то
же  любое  натуральное число,  завершению
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секущей ломаной  отражений  в
прямоугольнике  именно  целиком
соответствует  наименьшее возможное
натуральное число  nmin,  то  есть  взаимно
простое с  натуральным числом  mmin.  Это
немедленно  приводит  нас  к  наибольшей
общей делящей мере D{a, b′} отрезков a и b′ =
b(ctgα) и  к  паре взаимно  простых
натуральных чисел r и s таких, что

a/(b(ctgα)) = (a/b)tgα = m/n = mmin/nmin = r/s,
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mmin = r, nmin = s, (r, s) = 1,
a/r = b(ctgα)/s = D{a, b′},

a = rD{a, b′},
b = sD{a, b′}tgα,

tgα = bm/(an) = br/(as),
ctgα = an/(bm) = as/(br),

1/sin2α = 1 + ctg2α = 1 + a2n2/(b2m2) = (a2n2 +
b2m2)/(b2m2) = (a2s2 + b2r2)/(b2r2),

1/sinα = (a2n2 + b2m2)1/2/(bm) = (a2s2 + b2r2)1/2/(br),
Nn = [n(a/b)tgα] + s - 1 = r + s - 1, 
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Ln = [n(a/b)tgα]b/sinα = [s(a/b)tgα]b/sinα =
bm/sinα = br(a2s2 + b2m2)1/2/(br) = (a2s2 + b2r2)1/2.

Отсюда  следует,  что  при  равносильных
условиях  конечности секущей ломаной
отражений  в  прямоугольнике  и
рациональности произведения
στ = (a/b)tgα = r/s (r, s  ∈ N = {1, 2, 3, ...}, (r, s) = 1)

основательности (отношения сторон)
σ = a/b
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прямоугольника на угловой коэффициент
этой секущей ломаной

τ = tgα
эта секущая ломаная состоит из ровно

n = nmin = s
частей,  а  в  строго доказанные методом
математической индукции формулы
следует подставить именно эти

m = mmin = r, n = nmin = s, D{a, b′}.
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В  этом  случае  общее число Ng отрезков
секущей ломаной  отражений  в
прямоугольнике равно 

Ng = Ns = [n(a/b)tgα] + n - 1 = [sr/s] + s - 1 = 
r + s - 1.

В этом случае  общая длина секущей ломаной
отражений в прямоугольнике составляет 
Lg = Ls = [n(a/b)tgα]b/sinα = [sr/s]b/sinα = rb/sinα

= rsD{a, b′}tgα/sinα = ab/(D{a, b′}sinα) =
rsD{a, b′}/cosα.
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В  этом  случае конечности секущей
ломаной  с  взаимной  простотой
натуральных  чисел  r и  s конечным
оказывается  равносильное рисунку  4
изображение секущей ломаной отражений
в  прямоугольнике  EFGH на  рисунке  6
как  биссектральной ломаной  в
относительных (делённых  на  наибольшую
общую  делящую  меру  D{a,  b′} и  на



Ph. D. & Dr. Sc. LEV GRIGOREVIC GELIMSON: ОБЩИЕ ТЕОРИИ ПРЕДМЕТНЫХ
ЕДИНИЧНОСТИ, МНОЖИТЕЛЬНОСТИ, ЦЕЛОСТИ, КРАТНОСТИ, ДЕЛИМОСТИ,

ПОРЯДКА И КООРДИНАТ, ОТРАЖЕНИЙ СЕКУЩЕЙ УГЛА В ПРЯМОУГОЛЬНИКЕ
СТОРОНАМИ, МОДЕЛИРОВАНИЯ ВЫБОРА ПРИ МНОГОНАПРАВЛЕННОСТИ     186  /  450  

произведение  (D{a,  b′}tgα) соответственно)
координатах, а именно абсциссе

x° = x/D{a, b′}
и ординате 

y° = yctgα/D{a, b′},
включая деление основания

a/D{a, b′} = rD{a, b′}/D{a, b′} = r
и деление высоты

b/(D{a, b′}tgα) = s(D{a, b′}tgα)/(D{a, b′}tgα) = s
прямоугольника EFGH.
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Рисунок 6. Изображение секущей ломаной как
биссектральной ломаной в относительных

координатах x° = x/D{a, b′} и y° = yctgα/D{a, b′}.
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В  этом  случае конечности действительной
секущей и  изображающей  биссектральной
ломаной  с  взаимной  простотой натуральных
чисел r и s конечными, длинными по мере их
произведения  rs, являются  равносильные
рисункам 4 и 6 представления действительной
секущей и  изображающей биссектральной
ломаной  без  самопересечений с
однонаправленным движением  проекции
ломаной на  горизонтальную  ось  только
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вправо на рисунках 7 и 8 в делённых на
наибольшую общую делящую меру D{a, b′}
координатах

x° = x/D{a, b′}
на рисунках 7 и 8 и

y° = y/D{a, b′}
на рисунке 7, тогда как на рисунке 8

y° = yctgα/D{a, b′}
разделён на произведение (D{a, b′}tgα).
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Рисунки  7  и  8 вынуждают  свои
мелкомасштабность и условную  единичность
неполного частного от деления основания

rD{a, b′}/D{a, b′} = r
на рисунках 7 и 8 на высоту

s(D{a, b′}tgα)/D{a, b′} = stgα
на рисунке 7 и 

s(D{a, b′}tgα)/(D{a, b′}tgα) = s
на рисунке 8 прямоугольника EFGH.
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Рисунок 7. Представление секущей ломаной отражений в
прямоугольнике без её самопересечений при прозрачности

его боковых сторон и его соответствующих
последовательных симметричных зеркальных отражениях

относительно них.
Приставлениями друг к другу справа выстраиваются в ряд

в итоге s прямоугольников, равных исходному
прямоугольнику EFGH.
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Рисунок 8. Представление секущей ломаной как
изображающей биссектральной ломаной отражений в

прямоугольнике без её самопересечений при прозрачности
его боковых сторон и его соответствующих

последовательных симметричных зеркальных отражениях
относительно них.

Приставлениями друг к другу справа выстраиваются в ряд
в итоге s прямоугольников, равных исходному

прямоугольнику EFGH.
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При  этом  основания прямоугольника
являются по-прежнему  отражающими,  а
боковые стороны  теперь  уже считаются
прозрачными,  то  есть  действительная
секущая и  изображающая биссектральная
ломаные после  достижения боковой стороны
прямоугольника  не отражаются от  неё,  а
проходят сквозь неё,  так  что  приходится
отразить  этот  прямоугольник  зеркально
симметрично  самому себе  относительно  этой
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его  боковой стороны и  повторять  такое
отражение  вплоть  до  образования  вместе  с
исходным  прямоугольником  EFGH
прямоугольника V0W0WsVs той же высоты

s(D{a, b′}tgα)/D{a, b′} = stgα
на рисунке 7 и 

s(D{a, b′}tgα)/(D{a, b′}tgα) = s
на рисунке 8 с длиной

rsD{a, b′}/D{a, b′} = rs,
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которая  равна  умноженной  именно  на  это
натуральное число s длине

rD{a, b′}/D{a, b′} = r
исходного  прямоугольника  EFGH.
Равносильная  самопересекающейся секущей
ломаной  в  исходном  прямоугольнике EFGH
несамопересекающаяся изображающая
биссектральная ломаная  на  рисунке  8  в
построенном  прямоугольнике V0W0WsVs

начинается  биссектрисой прямого  угла
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W0V0Vs и  заканчивается  биссектрисой
прямого  угла W0WsVs,  причём  отражается
только от оснований V0Vs и W0Ws, каждый раз
образуя  с  ними  угол  π/4.  Чтобы  не
загромождать  рисунок  8,  промежуточные
вершины  несамопересекающейся
изображающей биссектральной ломаной,
начинающейся в точке V0 и заканчивающейся
в точке Ws, на нём не обозначаются, за двумя
исключениями промежуточных вершин Ti и Tj
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с  используемыми  впоследствии  i и  j.  Обе
изображающие биссектральные ломаные –  и
самопересекающаяся при r ≥ s ≥ 2 в исходном
прямоугольнике  EFGH на  рисунке  6,  и
несамопересекающаяся при  любых  r  ≥  s в
завершающем  прямоугольнике  V0W0WsVs на
рисунке  8 –  начинаются  в  точке  E,  при
однонаправленном движении  непременно
вправо своей проекции на горизонтальную ось
x°  поочередно  отражаются
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положительное  целое  число  раз,  не
обязательно единичное,  изображённое на
рисунке  8,  в  последний  раз  на
неотрицательном  относительном
расстоянии  X1°  =  X1/D{a,  b′} перед
боковой стороной  GH прямоугольника
EFGH, относительной проекцией которой
на  горизонтальную  ось  x°  является
положительное  целое  число  r.  Этой
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точкой  отражения  (то  ли  на  верхнем
основании  FG прямоугольника  EFGH,
как  на  рисунке  8,  то  ли  на  нижнем
основании  EH этого  прямоугольника)  с
относительной  абсциссой  x°  =  r  -  X1°
завершается первая часть обеих
изображающих биссектральных ломаных
согласно подробно  рассмотренной  выше
модификации 2.
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Если  X1°  =  0,  то  имеет  место  подробно
рассмотренный выше простой случай  r ≥ s = 1, обе
изображающие биссектральные ломаные  на  этом
завершаются именно  целиком,  совпадают  и
сводятся  к  своей  общей первой части,  исходный
прямоугольник  EFGH оказывается  также
завершающим,  никаких  дополнительных
построений  не  производится,  а  рисунок  8
отличается  от  рисунка  6  переходом  к
относительным,  делённым  на  наибольшую  общую
делящую  меру  D{a,  b′} сторон  прямоугольника,
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координатам, а именно абсциссе x° и ординате y°, и
по существу не вносит ничего нового.

Если X1° > 0, то имеет место случай r ≥ s ≥ 2,
обе  изображающие биссектральные ломаные
после  последнего  отражения  основаниями
исходного прямоугольника  EFGH в точке (то
ли на верхнем основании FG прямоугольника
EFGH,  как  на  рисунке  8,  то  ли  на  нижнем
основании  EH этого  прямоугольника)  с
относительной  абсциссой  x°  =  r  -  X1°  <  r
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продолжаются  именно  совместно до
достижения боковой стороны GH включительно.
Этот  последний общий отрезок обеих
изображающих биссектральных ломаных
является  последним отрезком их  общей
первой части по  модификации  1 и  первым
общим их  отрезком их  вторых частей,  в
дальнейшем различных, по модификации 2.
То  есть  после  достижения  боковой стороны
GH исходного  прямоугольника EFGH
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дальнейшие  пути  обеих  изображающих
биссектральных ломаных  не  имеют  ничего
общего между собой. 
Самопересекающаяся изображающая
биссектральная ломаная  отражается от
зеркальной для  неё боковой стороны GH
исходного  прямоугольника  EFGH,  меняет
направление  движения  своей  проекции  на
горизонтальную  ось  на  противоположное,
теперь  движущейся  уже влево навстречу
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зеркальной для  себя противоположной
боковой  стороне  EF прямоугольника  EFGH,
отражается от неё в направлении  зеркальной
для  себя противоположной  боковой  стороны
GH,  и  так  далее  в  соответствии  с
предыдущими рассмотрениями и рисунками 4
и 5, тогда как предметом рисунка 8 является
несамопересекающаяся изображающая
биссектральная ломаная  отражений  в
завершающем прямоугольнике V0W0WsVs.
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Несамопересекающаяся изображающая
биссектральная ломаная  отражений  в
завершающем прямоугольнике  V0W0WsVs

отражается в  нём  только зеркальными для
себя его  основаниями V0Vs и  W0Ws,  на  его
боковых сторонах  V0W0 и  VsWs только
начинается и  завершается,  так  что  ни  до
отражений от  них,  ни  до  прохождений через
них дело не доходит.
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Целесообразно  принять  разбиение
несамопересекающейся изображающей
биссектральной ломаной на части именно по
модификации  1,  по  которой  части  обеих
изображающих биссектральных ломаных
имеют  однонаправленные проекции  на
горизонтальную  ось  как  раз  в  промежутках
между  боковыми сторонами  каждого из
прямоугольников,  равных  исходному
прямоугольнику EFGH.



Ph. D. & Dr. Sc. LEV GRIGOREVIC GELIMSON: ОБЩИЕ ТЕОРИИ ПРЕДМЕТНЫХ
ЕДИНИЧНОСТИ, МНОЖИТЕЛЬНОСТИ, ЦЕЛОСТИ, КРАТНОСТИ, ДЕЛИМОСТИ,

ПОРЯДКА И КООРДИНАТ, ОТРАЖЕНИЙ СЕКУЩЕЙ УГЛА В ПРЯМОУГОЛЬНИКЕ
СТОРОНАМИ, МОДЕЛИРОВАНИЯ ВЫБОРА ПРИ МНОГОНАПРАВЛЕННОСТИ     207  /  450  

Несамопересекающаяся изображающая
биссектральная ломаная  отражений  в
завершающем прямоугольнике  V0W0WsVs

проходит насквозь,  сохраняя своё
направление,  через  прозрачную для  неё
боковую сторону GH исходного прямоугольника
EFGH,  имеющую  относительную,  делённую  на
наибольшую  общую  делящую  меру D{a,  b′},
абсциссу x° = r, сохраняет неизменное направление
вправо движения  своей  проекции  на
горизонтальную  ось,  в  частности  в  своей  второй
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части в  прямоугольнике  HGF2E2,  полученном
зеркально  симметричным  отражением  исходного
прямоугольника  EFGH относительно  его  боковой
стороны GH, и  отражается и в этих пределах своей
второй части только  основаниями прямоугольника
HGF2E2, в  последний раз в точке (то ли на нижнем
основании,  как  на  рисунке  8,  то  ли  на  верхнем
основании  прямоугольника  HGF2E2)  с
относительной,  делённой  на  наибольшую  общую
делящую меру D{a, b′}, абсциссой

x° = 2r - X2° = 2r - X2/D{a, b′}.
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Несамопересекающаяся изображающая
биссектральная ломаная  отражений  в
завершающем прямоугольнике  V0W0WsVs

проходит насквозь,  сохраняя своё
направление,  через  прозрачную для  неё
боковую сторону E2F2 прямоугольника
HGF2E2,  имеющую  относительную,  делённую
на  наибольшую  общую  делящую  меру  D{a,  b′},
абсциссу x° = 2r, сохраняет неизменное направление
вправо движения  своей  проекции  на
горизонтальную  ось,  в  частности  в  своей  третьей
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части в  прямоугольнике  E2F2G2H2,  полученном
зеркально  симметричным  отражением
прямоугольника  HGF2E2 относительно его  боковой
стороны E2F2, и отражается и в этих пределах своей
третьей части только основаниями прямоугольника
E2F2G2H2, в последний раз в точке (то ли на верхнем
основании,  как  на  рисунке  8,  то  ли  на  нижнем
основании  прямоугольника E2F2G2H2)  с
относительной,  делённой  на  наибольшую
общую делящую меру D{a, b′}, абсциссой

x° = 3r - X3° = 3r - X3/D{a, b′}.
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Несамопересекающаяся изображающая
биссектральная ломаная  отражений  в
завершающем прямоугольнике  V0W0WsVs

проходит насквозь,  сохраняя своё
направление,  через  прозрачную для  неё
боковую сторону H2G2 прямоугольника
E2F2G2H2, имеющую относительную, делённую
на наибольшую общую делящую меру D{a, b′},
абсциссу x°  =  3r, сохраняет неизменное
направление вправо движения  своей
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проекции на горизонтальную ось, в частности
в  своей  четвёртой части в  прямоугольнике
H2G2F3E3,  полученном  зеркально
симметричным  отражением  прямоугольника
E2F2G2H2 относительно  его  боковой стороны
H2G2, и  отражается и  в  этих  пределах  своей
четвёртой части только  основаниями
прямоугольника  H2G2F3E3,  в  последний раз в
точке  (то  ли  на  нижнем  основании,  как  на
рисунке  8,  то  ли  на  верхнем  основании
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прямоугольника  H2G2F3E3)  с
относительной, делённой на наибольшую
общую делящую меру D{a, b′}, абсциссой

x° = 4r - X4° = 4r - X4/D{a, b′}.
По основной теореме обе  изображающие
биссектральные ломаные  –  и
самопересекающаяся,  и
несамопересекающаяся – состоят каждая
ровно из s частей.
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Рассмотренная здесь система обозначений
выявляет  как  происхождение
приставляемых справа прямоугольников,
равных  исходному  прямоугольнику
EFGH,  так  и  очевидную  закономерную
периодичность, то есть в смысле парных
философских категорий  исторического и
логического уместна исторически, однако
не логически, поскольку весьма неудобна
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для выражения зависимости обозначений
прямоугольника  от  его порядкового
номера  в  конечной  последовательности
из  s элементов.  Поэтому  дополнительно
вводится  логическая система
обозначений на рисунках 7 и 8. А именно,
прямоугольник  с  номером  i (1  ≤  i  ≤  s)
обозначается  Vi-1Wi-1WiVi,  а  весь
завершающий  (итоговый)
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прямоугольник  посредством  V0W0WsVs.
По этой системе обозначаются исходный
прямоугольник  как  первый  V0W0W1V1,
второй прямоугольник V1W1W2V2, третий
прямоугольник  V2W2W3V3,  четвёртый
прямоугольник  V3W3W4V4,  i-тый
прямоугольник  Vi-1Wi-1WiVi, j-тый
прямоугольник  Vj-1Wj-1WjVj и  последний,
s-тый прямоугольник Vs-1Ws-1WsVs.
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Теорема  различности  всех  остатков.
Любые  остатки Xi и  Xj между  собой  и
любые  относительные,  делённые  на
наибольшую общую делящую меру D{a, b′},
остатки Xi°  и  Xj°  между  собой  при
различных между  собой  указателях
(индексах, номерах) i (1 ≤ i ≤ s) и j (1 ≤ j ≤
s) непременно различны.
Доказательство методом от противоречащего. 
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Достаточно  ограничиться  доказательством
для относительных остатков Xi° и Xj°, равных
соответствующим остаткам Xi и  Xj, делённым
на одну и ту  же  непременно положительную
наибольшую  общую  делящую  меру D{a,  b′}
основания a и высоты b′ прямоугольника.
Действительно,  имеют  место  следующие
равенства:

Xi = ia - [ia/b′]b′;
Xj = ja - [ja/b′]b′;
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a = rD{a, b′};
b′ = sD{a, b′};

Xi° = Xi/D{a, b′} = ia/D{a, b′} - [ia/b′]b′/D{a, b′} =
ir - [ir/s]s;

Xj° = Xj/D{a, b′} = ja/D{a, b′} - [ja/b′]b′/D{a, b′} =
jr - [jr/s]s.

Пусть  вопреки  теореме  существуют  такие
различные между  собой  положительные
целые числа  i и  j в пределах от единицы до s
включительно, что совместно
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i ≠ j,
Xi° = Xj°.

Ввиду симметрии i и j можно полагать
i < j.

Тогда
Xi° = ir - [ir/s]s = Xj° = jr - [jr/s]s;

jr - [jr/s]s = ir - [ir/s]s;
jr - ir = [jr/s]s - [ir/s]s;
(j - i)r = ([jr/s] - [ir/s])s;
r/s = ([jr/s] - [ir/s])/(j - i).
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Последнее  равенство  получено  из
предпоследнего  равенства  его  законным
делением  на  заведомо  положительное
произведение (j - i)s. В обоих этих равенствах
разность ([jr/s]  -  [ir/s]) двух  целых частей
поэтому  является  целым числом,  причём
непременно  положительным ввиду
положительности  всех  трёх  остальных
сомножителей  (j  -  i),  r,  s в  предпоследнем
равенстве.
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Однако  последнее равенство  противоречит
принятому  ранее  условию  непременной
несократимости дроби  r/s, которая  якобы
равна дроби ([jr/s]  -  [ir/s])/(j  -  i) со
знаменателем  (j  -  i),  непременно  строго
меньшим, чем s, ввиду неравенств

1 ≤ i ≤ s,
1 ≤ j ≤ s,

0 < (j - i) < s.
Полученное противоречие доказывает теорему.
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Теорема  взаимной  неотрицательной
целочисленности  и  суммарной  чётности
относительных,  делённых  на  наибольшую
общую  делящую  меру    D{a,  b′}   сторон  
прямоугольника,  координат,  а  именно
абсциссы    x°   и  ординаты    y°  ,  точек  
самопересекающейся  или  несамопересекающейся
изображающей биссектральной ломаной отражений
в прямоугольнике.
Если  хотя бы одна из  относительных, делённых на
наибольшую общую делящую меру  D{a, b′} сторон



Ph. D. & Dr. Sc. LEV GRIGOREVIC GELIMSON: ОБЩИЕ ТЕОРИИ ПРЕДМЕТНЫХ
ЕДИНИЧНОСТИ, МНОЖИТЕЛЬНОСТИ, ЦЕЛОСТИ, КРАТНОСТИ, ДЕЛИМОСТИ,

ПОРЯДКА И КООРДИНАТ, ОТРАЖЕНИЙ СЕКУЩЕЙ УГЛА В ПРЯМОУГОЛЬНИКЕ
СТОРОНАМИ, МОДЕЛИРОВАНИЯ ВЫБОРА ПРИ МНОГОНАПРАВЛЕННОСТИ     224  /  450  

прямоугольника,  координат,  а  именно
абсциссы  x°  и  ординаты  y°, произвольной
точки  изображающей биссектральной
ломаной  отражений  в  прямоугольнике
является неотрицательным целым числом, то
и  другая  относительная координата этой  же
точки  является  неотрицательным целым
числом,  причём  оба  этих  числа являются
непременно  одновременно или  чётными, или
нечётными, так что их сумма всегда чётна. 
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Доказательство ведётся  методом
математической индукции.
Начальная точка  изображающей
биссектральной ломаной отражений в
прямоугольнике  имеет  как  раз  обе
нулевые относительные абсциссу x° и
ординату  y°  с  именно  нулевой их
суммой и поэтому удовлетворяет теореме.
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Допустим, что считающаяся предыдущей
некоторая  произвольная  точка
изображающей биссектральной ломаной
отражений  в  прямоугольнике,
удовлетворяющая  условию теоремы  о
том, что хотя бы одна из относительных,
делённых  на  наибольшую  общую
делящую  меру  D{a,  b′} сторон
прямоугольника,  координат,  а  именно
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абсциссы  x° и  ординаты  y°,  этой  точки
является  неотрицательным целым
числом,  удовлетворяет  и  заключению
теоремы, так что и другая относительная
координата  этой  же  точки  является
неотрицательным целым числом, причём
оба  этих  числа являются  непременно
одновременно или  чётными,  или
нечётными, то есть их сумма чётна.
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Теперь,  чтобы  сделать  требуемый  индукционный
шаг,  достаточно доказать,  что  непосредственно
следующая обладающая  одной  из  относительных
координат,  непременно  выражающейся
неотрицательным целым числом,  точка
изображающей биссектральной ломаной отражений
в  прямоугольнике  удовлетворяет  и  заключению
теоремы, так что и другая относительная координата
этой же точки является  неотрицательным целым числом,
причём оба этих числа являются непременно одновременно
или  чётными,  или  нечётными,  то  есть  их  сумма
чётна.
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Действительно, по допущению индукционного шага
обе  относительные,  делённые  на  наибольшую
общую  делящую  меру  D{a,  b′} сторон
прямоугольника, координаты, а именно абсцисса x°
и ордината y°, обладающей одной из относительных
координат,  непременно  выражающейся
неотрицательным целым числом,  предыдущей
точки  изображающей биссектральной ломаной
отражений  в  прямоугольнике  являются
неотрицательными целыми числами,  оба
непременно  одновременно или  чётными,  или
нечётными, то есть их сумма чётна.
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Любой отрезок изображающей
биссектральной ломаной  отражений  в
прямоугольнике  образует  угол  π/4  с
любой из сторон этого прямоугольника и
поэтому  с  любой из  осей принятой
системы относительных,  делённых  на
наибольшую общую делящую меру D{a, b′}
сторон  прямоугольника,  координат,  а
именно абсциссы x° и ординаты y°.
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Поэтому  непосредственно следующая
обладающая  одной  из  относительных
координат,  непременно  выражающейся
неотрицательным  целым  числом,  точка
изображающей биссектральной ломаной
отражений  в  прямоугольнике  имеет
относительные  координаты,  а  именно
абсциссу  x° и  ординату  y°,  отличающиеся от
соответствующих  относительных  координат
предыдущей точки  изображающей
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биссектральной ломаной  отражений  в
прямоугольнике  прибавлением ровно
единицы с  положительным или
отрицательным знаком,  причём
возможны все  четыре сочетания знаков.
При  любом  из  их  сочетаний
целочисленность обеих  относительных
координат  абсциссы  x° и  ординаты  y°
сохраняется, а чётность обеих непременно
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одновременно или  утрачивается,  если  она
была,  или  появляется,  если  её  не  было  у
предыдущей точки  изображающей
биссектральной ломаной  отражений  в
прямоугольнике,  то  есть  сумма обеих
относительных  координат  абсциссы  x° и
ординаты  y° такой непосредственно
следующей точки  изображающей
биссектральной ломаной  отражений  в
прямоугольнике чётна.
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Неотрицательность обеих  относительных
координат  абсциссы  x° и  ординаты  y° этой
точки следует из того, что вся изображающая
биссектральная ломаная  отражений  в
прямоугольнике именно целиком находится в
первом квадранте принятой  системы
относительных координат абсциссы  x° и
ординаты y°.
Тем  самым  теорема полностью  доказана
методом математической индукции.
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Теорема. Все лежащие на горизонтальной
относительной оси Ox° точки
изображающей биссектральной ломаной
отражений  в  прямоугольнике  имеют
непременно  чётные неотрицательные
целые относительные,  делённые  на
наибольшую общую делящую меру D{a, b′}
сторон прямоугольника, абсциссы x°.
Доказательство.
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Каждая  из  точек  горизонтальной
относительной оси Ox° имеет  непременно
нулевую относительную ординату y°. Поэтому
каждая  лежащая  на  горизонтальной
относительной оси Ox° точка  изображающей
биссектральной ломаной  отражений  в
прямоугольнике  имеет  целочисленную,  а
именно  нулевую,  относительную ординату y°.
Тогда по теореме взаимной неотрицательной
целочисленности  и  суммарной  чётности
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относительных  координат  точек
самопересекающейся  или
несамопересекающейся  изображающей
биссектральной  ломаной  отражений  в
прямоугольнике и  другая относительная
координата,  в  данном случае  абсцисса  x°, этой же
точки  является  неотрицательным целым числом,
причём именно  чётным, поскольку оба этих числа
являются непременно  одновременно или  чётными,
или нечётными, так что их сумма всегда чётна.
Тем самым теорема доказана.
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Теорема.  Все  лежащие  на  вертикальной
относительной оси Oy° точки
изображающей биссектральной ломаной
отражений  в  прямоугольнике  имеют
непременно  чётные неотрицательные
целые относительные,  делённые  на
наибольшую общую делящую меру D{a, b′}
сторон прямоугольника, ординаты y°.
Доказательство. 
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Каждая из точек вертикальной относительной
оси Oy° имеет  непременно  нулевую
относительную абсциссу x°.  Поэтому  каждая
лежащая на  вертикальной относительной оси
Oy° точка  изображающей биссектральной
ломаной отражений в прямоугольнике имеет
целочисленную,  а  именно  нулевую,
относительную абсциссу x°. Тогда по теореме
взаимной  неотрицательной  целочисленности
и  суммарной  чётности  относительных



Ph. D. & Dr. Sc. LEV GRIGOREVIC GELIMSON: ОБЩИЕ ТЕОРИИ ПРЕДМЕТНЫХ
ЕДИНИЧНОСТИ, МНОЖИТЕЛЬНОСТИ, ЦЕЛОСТИ, КРАТНОСТИ, ДЕЛИМОСТИ,

ПОРЯДКА И КООРДИНАТ, ОТРАЖЕНИЙ СЕКУЩЕЙ УГЛА В ПРЯМОУГОЛЬНИКЕ
СТОРОНАМИ, МОДЕЛИРОВАНИЯ ВЫБОРА ПРИ МНОГОНАПРАВЛЕННОСТИ     240  /  450  

координат  абсциссы    x°   и  ординаты    y°   точек  
самопересекающейся  или  несамопересекающейся
изображающей биссектральной ломаной отражений
в  прямоугольнике и  другая относительная
координата, в данном случае ордината y°, этой
же  точки  является  неотрицательным целым
числом,  причём  именно  чётным,  поскольку
оба  этих  числа являются  непременно
одновременно или  чётными, или  нечётными,
так что их сумма всегда чётна.
Тем самым теорема доказана.
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Замечание.  Последние  две  теоремы
относились  к  обеим  сторонам
прямоугольника, лежащим на горизонтальной
и  вертикальной относительных осях
избранной системы относительных координат,
а именно абсциссы x° и ординаты y°, делённых
на  наибольшую  общую  делящую  меру  D{a,  b′}
сторон прямоугольника и на  произведение  (D{a,  b
′}tgα)  соответственно.  Остаётся рассмотреть  обе
противоположные этим  сторонам  стороны
прямоугольника.
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Относительная,  делённая  на  наибольшую
общую  делящую  меру  D{a,  b′} сторон
прямоугольника,  абсцисса x° является
нулевой для  левой боковой стороны
прямоугольника  и  равна  r для  его  правой
боковой стороны. Относительная, делённая на
произведение  (D{a,  b′}tgα), ордината y°
является  нулевой для  нижнего основания
прямоугольника  и  равна  s для  его  верхнего
основания.
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Кроме  того,  требуется  рассмотреть
всевозможные  допустимые сочетания
чётности или  нечётности каждого  из  обоих
непременно  положительных целых чисел,  а
именно  относительной длины
прямоугольника  r и  его  относительной
высоты s.  Случай  одновременной чётности
обоих этих чисел  невозможен, поскольку при
этом нарушается принятое условие  взаимной
простоты этих  чисел,  у  которых  тогда



Ph. D. & Dr. Sc. LEV GRIGOREVIC GELIMSON: ОБЩИЕ ТЕОРИИ ПРЕДМЕТНЫХ
ЕДИНИЧНОСТИ, МНОЖИТЕЛЬНОСТИ, ЦЕЛОСТИ, КРАТНОСТИ, ДЕЛИМОСТИ,

ПОРЯДКА И КООРДИНАТ, ОТРАЖЕНИЙ СЕКУЩЕЙ УГЛА В ПРЯМОУГОЛЬНИКЕ
СТОРОНАМИ, МОДЕЛИРОВАНИЯ ВЫБОРА ПРИ МНОГОНАПРАВЛЕННОСТИ     244  /  450  

появился  бы  превышающий единицу общий
делитель,  равный  двум.  Поэтому  подлежат
рассмотрению  все  три возможных случая:
одновременной нечётности относительной
длины прямоугольника r и его относительной
высоты s,  чётности относительной длины
прямоугольника  r при  нечётности его
относительной высоты s и,  наоборот,
нечётности относительной длины прямоугольника r
при чётности его относительной высоты s.
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Теорема.  Если  относительная,  делённая  на
наибольшую  общую  делящую  меру  D{a,  b′}
сторон прямоугольника, его  длина r является
именно  нечётным положительным  целым
числом,  то  все  точки  изображающей
биссектральной ломаной  отражений  в
прямоугольнике  на  правой боковой стороне
прямоугольника имеют непременно  нечётные
положительные  целые  относительные
ординаты y°.
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Доказательство. 
Каждая  из  точек  правой боковой стороны
прямоугольника имеет положительную целую
относительную абсциссу x°  =  r,  по  условию
теоремы  непременно  нечётную. Поэтому
каждая лежащая на  правой боковой стороне
прямоугольника точка  изображающей
биссектральной ломаной  отражений  в
прямоугольнике  имеет  непременно  нечётную
положительную  целую  относительную
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абсциссу x°  =  r.  Тогда  по  теореме взаимной
неотрицательной  целочисленности  и  суммарной
чётности  относительных  координат  абсциссы    x°   и  
ординаты    y°   точек  изображающей биссектральной  
ломаной  отражений  в  прямоугольнике и  другая
относительная координата,  в  данном  случае
ордината y°, этой  же  точки  является
неотрицательным целым числом,  причём  именно
нечётным,  поскольку  оба  этих  числа являются
непременно  одновременно или  чётными,  или
нечётными, так что их сумма всегда чётна.
Тем самым теорема доказана.
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Теорема.  Если  относительная,  делённая  на
наибольшую  общую  делящую  меру  D{a,  b′}
сторон прямоугольника, его  длина r является
именно  чётным положительным  целым
числом,  то  все  точки  изображающей
биссектральной ломаной  отражений  в
прямоугольнике  на  правой боковой стороне
прямоугольника  имеют  непременно  чётные
положительные  целые  относительные
ординаты y°.
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Доказательство. 
Каждая  из  точек  правой боковой стороны
прямоугольника имеет положительную целую
относительную абсциссу x°  =  r,  по  условию
теоремы непременно чётную. Поэтому каждая
лежащая  на  правой боковой стороне точка
изображающей биссектральной ломаной
отражений  в  прямоугольнике  имеет
непременно  чётную положительную  целую
относительную абсциссу x°  =  r.  Тогда  по
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теореме взаимной  неотрицательной
целочисленности  и  суммарной  чётности
относительных координат абсциссы    x°   и ординаты  
y°   точек  изображающей  биссектральной  ломаной  
отражений  в  прямоугольнике и  другая
относительная координата,  в  данном  случае
ордината y°, этой  же  точки  является
неотрицательным целым числом,  причём  именно
чётным,  поскольку  оба  этих  числа являются
непременно  одновременно или  чётными,  или
нечётными, так что их сумма всегда чётна.
Тем самым теорема доказана.
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Теорема.  Если  относительная,  делённая  на
наибольшую  общую  делящую  меру  D{a,  b′}
сторон прямоугольника, его высота s является
именно  нечётным положительным  целым
числом,  то  все  точки  изображающей
биссектральной ломаной  отражений  в
прямоугольнике  на  верхнем основании
прямоугольника имеют непременно  нечётные
положительные  целые  относительные
абсциссы x°.
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Доказательство. 
Каждая  из  точек  верхнего основания
прямоугольника имеет положительную целую
относительную ординату y°  =  s,  по  условию
теоремы  непременно  нечётную. Поэтому
каждая  лежащая  на  верхнем основании
прямоугольника точка  изображающей
биссектральной ломаной  отражений  в
прямоугольнике  имеет  непременно  нечётную
положительную  целую  относительную
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ординату y°  =  s. Тогда  по  теореме взаимной
неотрицательной  целочисленности  и  суммарной
чётности  относительных  координат  абсциссы    x°   и  
ординаты    y°   точек  изображающей биссектральной  
ломаной  отражений  в  прямоугольнике и  другая
относительная координата,  в  данном  случае
абсцисса x°, этой  же  точки  является
неотрицательным целым числом,  причём  именно
нечётным,  поскольку  оба  этих  числа являются
непременно  одновременно или  чётными,  или
нечётными, так что их сумма всегда чётна.
Тем самым теорема доказана.



Ph. D. & Dr. Sc. LEV GRIGOREVIC GELIMSON: ОБЩИЕ ТЕОРИИ ПРЕДМЕТНЫХ
ЕДИНИЧНОСТИ, МНОЖИТЕЛЬНОСТИ, ЦЕЛОСТИ, КРАТНОСТИ, ДЕЛИМОСТИ,

ПОРЯДКА И КООРДИНАТ, ОТРАЖЕНИЙ СЕКУЩЕЙ УГЛА В ПРЯМОУГОЛЬНИКЕ
СТОРОНАМИ, МОДЕЛИРОВАНИЯ ВЫБОРА ПРИ МНОГОНАПРАВЛЕННОСТИ     254  /  450  

Теорема.  Если  относительная,  делённая  на
наибольшую  общую  делящую  меру  D{a,  b′}
сторон прямоугольника, его высота s является
именно  чётным положительным  целым
числом,  то  все  точки  изображающей
биссектральной ломаной  отражений  в
прямоугольнике  на  верхнем основании
прямоугольника  имеют  непременно  чётные
положительные  целые  относительные
абсциссы x°.
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Доказательство. 
Каждая  из  точек  верхнего основания
прямоугольника имеет положительную целую
относительную ординату y°  =  s,  по  условию
теоремы непременно чётную. Поэтому каждая
лежащая  на  верхнем основании
прямоугольника точка  изображающей
биссектральной ломаной  отражений  в
прямоугольнике  имеет  непременно  чётную
положительную  целую  относительную
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ординату y°  =  s. Тогда  по  теореме взаимной
неотрицательной  целочисленности  и  суммарной
чётности  относительных  координат  абсциссы    x°   и  
ординаты    y°   точек  изображающей биссектральной  
ломаной  отражений  в  прямоугольнике и  другая
относительная координата,  в  данном  случае
абсцисса x°, этой  же  точки  является
неотрицательным целым числом,  причём  именно
чётным,  поскольку  оба  этих  числа являются
непременно  одновременно или  чётными,  или
нечётными, так что их сумма всегда чётна.
Тем самым теорема доказана.
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Замечание. В настоящей научной монографии
выше  были  открыты и  доказаны основной
теоремой явление и  закон невозвратимости
действительной  секущей и  поэтому  как  её
частный случай изображающей биссектральной
ломаной отражений в прямоугольнике,  а  также её
непременной конечности и поэтому  завершаемости
как  раз  целиком именно  и  только  при
соизмеримости сторон  прямоугольника  и  поэтому
при  наличии их  наибольшей общей делящей меры
D{a, b′}.
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Однако  при  этом  оставался  совершенно
открытым вопрос  о  том,  в  какой именно из
всех остальных трёх вершин прямоугольника
и  при  каких именно соответствующих
дополнительных условиях изображающая
биссектральная ломаная  отражений  в
прямоугольнике  завершается целиком.  Этот
вопрос  полностью решается следующими
тремя открытыми явлениями и  законами и
доказывающими их  теоремами завершения
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непременно  конечной изображающей
биссектральной ломаной  отражений  в
прямоугольнике,  вполне  исчерпывающими
указанные  выше  три всевозможных именно
допустимых сочетания  чётности или
нечётности относительных,  делённых  на
наибольшую  общую  делящую  меру D{a,  b′}
сторон  прямоугольника,  длины
прямоугольника r и его высоты s.
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Общее  начало  доказательств  всех  трёх
следующих теорем.
Принятая  система  относительных
координат,  а  именно  делённой  на
наибольшую общую делящую меру D{a, b′}
сторон  прямоугольника относительной
абсциссы x° и делённой на произведение
(D{a, b′}tgα) относительной  ординаты y°,
обеспечивает следующие свойства.
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Исходная для  непременно  конечной
изображающей биссектральной ломаной
отражений  в  прямоугольнике  вершина
прямоугольника находится как раз  в  начале
этой  системы относительных координат и
поэтому  имеет  именно нулевые
относительные абсциссу x° и ординату y°,
так  что  и  сумма x° +  y° обеих
относительных координат является  как  раз
нулевой.
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Смежная по нижнему основанию прямоугольника с
исходной для непременно  конечной изображающей
биссектральной ломаной  отражений  в
прямоугольнике вершина прямоугольника
находится  правее начала этой  системы
относительных координат на  относительную
длину r прямоугольника  и  поэтому  имеет
относительную абсциссу x°  =  r и  именно
нулевую относительную ординату y° с суммой
x° + y° = r обеих относительных координат.
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Смежная по  левой боковой стороне
прямоугольника  с  исходной для  непременно
конечной изображающей биссектральной ломаной
отражений  в  прямоугольнике  вершина
прямоугольника  находится  выше начала этой
системы относительных координат на
относительную высоту s прямоугольника  и
поэтому  имеет  именно  нулевую
относительную абсциссу x° и  относительную
ординату y°  =  s с  суммой x° +  y°  =  s обеих
относительных координат.
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Противоположная исходной для  непременно
конечной изображающей биссектральной ломаной
отражений  в  прямоугольнике  вершина
прямоугольника  находится  правее начала этой
системы относительных координат на
относительную длину r прямоугольника  и выше
начала этой системы относительных координат на
относительную высоту s прямоугольника и поэтому
имеет  относительную абсциссу x°  =  r и
относительную ординату y° = s с суммой x° + y° = r +
s обеих относительных координат.
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Первые открытые явление и  закон и
доказывающая их  теорема завершения
непременно  конечной изображающей
биссектральной ломаной  отражений  в
прямоугольнике.  При  одновременной
нечётности как  относительной длины r
прямоугольника, так и его относительной
высоты s непременно  конечная
изображающая биссектральная ломаная
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отражений  в  прямоугольнике  завершается
именно  целиком в  вершине прямоугольника,
которая  противоположна исходной для
изображающей биссектральной ломаной
вершине.
Доказательство.
По условию теоремы как относительная длина
r,  так  и  относительная высота s прямоугольника
являются  именно  нечётными положительными
целыми числами, что показано на рисунке 9.
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Рисунок 9. Изображающая секущую ломаную биссектральная
ломаная отражений в прямоугольнике с нечётными

относительными длиной r и высотой s.
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Тогда  для  обеих смежных с  исходной для
непременно  конечной изображающей
биссектральной ломаной  отражений  в
прямоугольнике  вершин прямоугольника
суммы x° + y° обеих относительных координат
именно нечётны. 
Поэтому  по  теореме  взаимной
неотрицательной  целочисленности  и
суммарной  чётности  относительных
координат  абсциссы    x°   и  ординаты    y°   точек  
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изображающей биссектральной ломаной отражений
в  прямоугольнике обе смежные с  исходной для
непременно  конечной изображающей
биссектральной ломаной  отражений  в
прямоугольнике  вершины прямоугольника вообще
не могут принадлежать изображающей
биссектральной ломаной  отражений  в
прямоугольнике,  которая  поэтому  не  может
завершаться целиком ни  в  одной из  этих  обеих
смежных с  исходной для  непременно  конечной
изображающей биссектральной ломаной отражений
в прямоугольнике вершин прямоугольника.
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Зато  для  вершины прямоугольника,  которая
противоположна исходной для  непременно
конечной изображающей биссектральной
ломаной  отражений  в  прямоугольнике
вершине прямоугольника, сумма x° + y° = r + s
обеих относительных координат именно чётна.
По  условию  теоремы  изображающая
биссектральная ломаная  отражений  в
прямоугольнике  непременно  конечна и  поэтому
завершается именно целиком в  одной из  четырёх
вершин прямоугольника.
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Эта  искомая завершающая для
изображающей биссектральной ломаной
отражений  в  прямоугольнике  вершина
прямоугольника не может быть ни исходной
для  изображающей биссектральной ломаной
отражений  в  прямоугольнике  вершиной
прямоугольника  по  закону невозвратимости,
ни вершиной прямоугольника, смежной с этой
исходной вершиной, как доказано выше. 
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Поэтому  ввиду  полноты системы всех
рассмотренных возможностей единственная
возможная завершающая для  изображающей
биссектральной ломаной  отражений  в
прямоугольнике  вершина прямоугольника
является  и  действительной, так  что
изображающая биссектральная ломаная отражений
в прямоугольнике  завершается именно  целиком в
вершине прямоугольника, которая противоположна
исходной для  изображающей биссектральной
ломаной вершине, что и требовалось доказать.
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Вторые открытые явление и  закон и
доказывающая их  теорема завершения
непременно  конечной изображающей
биссектральной ломаной  отражений  в
прямоугольнике.  При  совместных чётности
относительной длины r прямоугольника  и
нечётности его  относительной высоты s
непременно  конечная изображающая
биссектральная ломаная  отражений  в
прямоугольнике завершается именно целиком
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в  вершине прямоугольника,  которая  смежна по
нижнему основанию с  вершиной прямоугольника,
исходной для  изображающей биссектральной
ломаной отражений в прямоугольнике.
Доказательство.
По  условию  теоремы  относительная длина r
прямоугольника  является  именно  чётным
положительным  целым  числом,  а  относительная
высота s прямоугольника является  именно
нечётным положительным  целым  числом,  что
показано на рисунке 10.
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Рисунок 10. Изображающая секущую ломаную биссектральная
ломаная отражений в прямоугольнике с чётной относительной

длиной r и нечётной относительной высотой s.
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Тогда  для  вершины прямоугольника,  смежной по
левой боковой стороне с вершиной прямоугольника,
исходной для непременно  конечной изображающей
биссектральной ломаной  отражений  в
прямоугольнике,  сумма x° +  y°  =  s обеих
относительных координат именно нечётна.
И  для  вершины прямоугольника,  которая
противоположна исходной для  непременно
конечной изображающей биссектральной ломаной
отражений  в  прямоугольнике  вершине
прямоугольника,  сумма x° +  y°  =  r + s обеих
относительных координат именно нечётна.
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Поэтому  по  теореме  взаимной
неотрицательной  целочисленности  и
суммарной  чётности  относительных
координат  абсциссы    x°   и  ординаты    y°   точек  
изображающей  биссектральной  ломаной
отражений  в  прямоугольнике как  вершина
прямоугольника,  смежная по  левой боковой
стороне с  вершиной прямоугольника,
исходной для  непременно  конечной
изображающей биссектральной ломаной
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отражений в прямоугольнике, так и  вершина
прямоугольника,  которая  противоположна
исходной для  непременно  конечной
изображающей биссектральной ломаной
отражений  в  прямоугольнике,  вообще  не
могут принадлежать изображающей
биссектральной ломаной  отражений  в
прямоугольнике,  которая  поэтому  не  может
завершаться целиком ни в одной из этих обеих
вершин прямоугольника.
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Зато для  вершины прямоугольника,  смежной
по  нижнему основанию с  вершиной
прямоугольника,  исходной для  непременно
конечной изображающей биссектральной ломаной
отражений в прямоугольнике,  сумма x° +  y° = r
обеих относительных координат именно чётна.
По  условию  теоремы  изображающая
биссектральная ломаная  отражений  в
прямоугольнике  непременно  конечна и  поэтому
завершается именно целиком в  одной из  четырёх
вершин прямоугольника.
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Эта  искомая завершающая для
изображающей биссектральной ломаной
отражений  в  прямоугольнике  вершина
прямоугольника не может быть ни исходной для
изображающей биссектральной ломаной отражений
в  прямоугольнике  вершиной прямоугольника  по
закону невозвратимости,  ни  вершиной
прямоугольника, смежной по левой боковой стороне
с  этой  исходной вершиной,  ни  вершиной
прямоугольника,  которая  противоположна этой
исходной вершине, как доказано выше. 
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Поэтому  ввиду  полноты системы всех
рассмотренных возможностей
единственная возможная завершающая
для  изображающей биссектральной
ломаной  отражений  в  прямоугольнике
вершина прямоугольника  является  и
действительной,  так  что  изображающая
биссектральная ломаная  отражений  в
прямоугольнике  завершается именно
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целиком в  вершине прямоугольника,
которая  смежна по  нижнему
основанию с  вершиной
прямоугольника,  исходной для
непременно  конечной изображающей
биссектральной ломаной отражений в
прямоугольнике,  что  и  требовалось
доказать.
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Третьи открытые явление и  закон и
доказывающая их  теорема завершения
непременно  конечной изображающей
биссектральной ломаной  отражений  в
прямоугольнике. При  совместных нечётности
относительной длины r прямоугольника  и
чётности его  относительной высоты s
непременно  конечная изображающая
биссектральная ломаная  отражений  в
прямоугольнике завершается именно целиком
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в  вершине прямоугольника,  которая  смежна по
левой боковой стороне с вершиной прямоугольника,
исходной для  изображающей биссектральной
ломаной отражений в прямоугольнике.
Доказательство.
По  условию  теоремы  относительная длина r
прямоугольника  является  именно  нечётным
положительным  целым  числом,  а  относительная
высота s прямоугольника является именно чётным
положительным  целым  числом,  что  показано  на
рисунке 11.
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Рисунок 11. Изображающая секущую ломаную биссектральная
ломаная отражений в прямоугольнике с нечётной относительной

длиной r и чётной относительной высотой s.
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Тогда  для  вершины прямоугольника,  смежной по
нижнему основанию с  вершиной прямоугольника,
исходной для непременно  конечной изображающей
биссектральной ломаной  отражений  в
прямоугольнике,  сумма x° +  y°  =  r обеих
относительных координат именно нечётна.
И  для  вершины прямоугольника,  которая
противоположна исходной для  непременно
конечной изображающей биссектральной ломаной
отражений  в  прямоугольнике  вершине
прямоугольника,  сумма x° +  y°  =  r + s обеих
относительных координат именно нечётна.
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Поэтому  по  теореме  взаимной
неотрицательной  целочисленности  и
суммарной  чётности  относительных
координат  абсциссы    x°   и  ординаты    y°   точек  
изображающей  биссектральной  ломаной
отражений  в  прямоугольнике как  вершина
прямоугольника,  смежная по  нижнему
основанию с  вершиной прямоугольника,
исходной для  непременно  конечной
изображающей биссектральной ломаной
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отражений в прямоугольнике, так и  вершина
прямоугольника,  которая  противоположна
исходной для  непременно  конечной
изображающей биссектральной ломаной
отражений  в  прямоугольнике,  вообще  не
могут принадлежать изображающей
биссектральной ломаной  отражений  в
прямоугольнике,  которая  поэтому  не  может
завершаться целиком ни  в  одной из  этих  обеих
вершин прямоугольника.
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Зато  для  вершины прямоугольника,  смежной по
левой боковой стороне с вершиной прямоугольника,
исходной для непременно  конечной изображающей
биссектральной ломаной  отражений  в
прямоугольнике,  сумма x° +  y°  =  s обеих
относительных координат именно чётна.
По  условию  теоремы  изображающая
биссектральная ломаная  отражений  в
прямоугольнике  непременно  конечна и
поэтому завершается именно целиком в одной
из четырёх вершин прямоугольника.
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Эта  искомая завершающая для
изображающей биссектральной ломаной
отражений  в  прямоугольнике  вершина
прямоугольника  не  может  быть  ни  исходной
для  изображающей биссектральной ломаной
отражений  в  прямоугольнике  вершиной
прямоугольника  по  закону невозвратимости,  ни
вершиной прямоугольника,  смежной по  нижнему
основанию с этой исходной вершиной, ни вершиной
прямоугольника,  которая  противоположна этой
исходной вершине, как доказано выше. 
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Поэтому  ввиду  полноты системы всех
рассмотренных возможностей
единственная возможная завершающая
для  изображающей биссектральной
ломаной  отражений  в  прямоугольнике
вершина прямоугольника  является  и
действительной,  так  что  изображающая
биссектральная ломаная  отражений  в
прямоугольнике  завершается именно
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целиком в  вершине прямоугольника,
которая  смежна по  левой боковой
стороне с  вершиной прямоугольника,
исходной для  непременно  конечной
изображающей биссектральной
ломаной  отражений  в
прямоугольнике,  что  и  требовалось
доказать.
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Теорема.  Все самопересечения непременно
конечной изображающей биссектральной
ломаной  отражений  в  прямоугольнике
образуют  равномерную квадратную сетку с
диагональю каждого квадрата,  равной  двукратной
наибольшей  общей  делящей  мере D{a,  b′} сторон
прямоугольника, и с общим количеством квадратов
этой сетки,  равным  полупроизведению
уменьшенных  на  единицу  относительных  сторон
прямоугольника,  делённых  на  их  наибольшую
общую делящую меру D{a, b′}.
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Доказательство.
Вновь  используется  прежняя  наиболее
удобная  система относительных координат
абсциссы x° и ординаты y° с относительными
длиной r и высотой s прямоугольника.
По  теореме  о  непременной  чётности
относительных абсцисс x° всех лежащих на их
оси  Ox° точек  непременно  конечной
изображающей биссектральной ломаной
отражений  в  прямоугольнике  этими
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относительными абсциссами x° могут быть
только чётные неотрицательные целые числа,
не  превышающие  относительной длины r
прямоугольника:

0, 2, 4, 6, ... , 2[r/2].
Общее  количество  точек  изображающей
биссектральной ломаной  отражений  в
прямоугольнике  EFGH на  оси Ox°
относительных абсцисс на  рисунке  6  проще
всего  определить  по  равносильной именно
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несамопересекающейся изображающей
биссектральной ломаной  отражений  в
прямоугольнике V0W0WsVs на рисунке 8.
Последовательность  всех  таких  точек
начинается  с  нуля,  за  которым  следуют  с
промежутками  2s между  соседними  точками
все остальные точки на отрезке  V0Vs длиной
rs. Поэтому наличествуют 

[rs/(2s)] = [r/2]
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таких  следующих  за  нулём  точек,  то  есть
ровно  столько  же,  сколько  следующих  за
нулём и в  приведённой имеющей разность 2
конечной арифметической прогрессии

0, 2, 4, 6, ... , 2[r/2],
которая соответствует  равносильной,  вообще
говоря,  самопересекающейся изображающей
биссектральной ломаной  отражений  в
прямоугольнике EFGH на рисунке 6.
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По  законам неповторяемости и
непротивоходности,  вообще  говоря,
самопересекающейся изображающей
биссектральной ломаной  отражений  в
прямоугольнике  EFGH на  рисунке  6  она  не
может пройти более одного раза ни через одну
из этих точек

0, 2, 4, 6, ... , 2[r/2].
Никаких  иных  точек  изображающей
биссектральной ломаной  отражений  в
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прямоугольнике  EFGH на  оси Ox° относительных
абсцисс на  рисунке  6  быть  не  может.  А  общее
количество  точек  изображающей биссектральной
ломаной на оси Ox° совпадает с общим количеством
элементов  имеющей  разность  2  конечной
арифметической прогрессии

0, 2, 4, 6, ... , 2[r/2].
Поэтому  все  эти  возможные точки  изображающей
биссектральной ломаной  отражений  в
прямоугольнике  EFGH оказываются
действительными,  то  есть  наличествующими,
причём непременно ровно по одному разу.
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Тем самым доказано, что все точки  изображающей
биссектральной ломаной  отражений  в
прямоугольнике  EFGH на  его  нижнем основании
EH действительно  расположены  именно
равномерно,  а  именно  ровно  через  две  единицы в
принятой системе x°Oy° относительных координат,
а именно делённой на наибольшую общую делящую
меру D{a, b′} сторон прямоугольника относительной
абсциссы x° и делённой на произведение (D{a, b′}tgα)
относительной ординаты y°. Это в числе  многого
другого и показано на рисунках 9, 10 и 11.
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Теперь  предстоит  доказать  подобную
равномерность  уже для  верхнего основания
FG прямоугольника EFGH.
Общее  количество  точек  изображающей
биссектральной ломаной  отражений  в
прямоугольнике  EFGH на  его  верхнем
основании  FG y° =  s в  системе x°Oy°
относительных координат  на  рисунке  6
проще всего определить по равносильной
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именно  несамопересекающейся
изображающей биссектральной ломаной
отражений  в  прямоугольнике  V0W0WsVs

на рисунке 8.
Последовательность  относительных абсцисс
x° всех  таких  точек  начинается  с
относительной высоты s прямоугольника.
Далее  следуют  с  промежутками  2s между
относительными абсциссами x° соседних
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точек все остальные точки на отрезке длиной
(rs - s). Поэтому наличествуют 

[(rs - s)/(2s)] = [(r - 1)/2]
таких точек, следующих за точкой с  относительной
абсциссой x° = s, то есть вместе с этой точкой

[(r - 1)/2] + 1 = [(r + 1)/2] 
точек изображающей биссектральной ломаной
отражений  в  прямоугольнике  EFGH на  его
верхнем основании  FG y° =  s в системе x°Oy°
относительных координат на рисунке 6.
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Теперь  предстоит  вновь  поочерёдно
рассмотреть  все три допустимых
сочетания чётности и  нечётности
относительных длины r и  высоты s
прямоугольника EFGH.
Если относительные длина r и  высота s
прямоугольника  EFGH нечётны, то
возможные значения  относительных  абсцисс
x° лежащих на верхнем основании FG y° = s в
системе x°Oy° относительных координат
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точек изображающей биссектральной ломаной
отражений  в  прямоугольнике  EFGH на
рисунке  9  образуют  конечную
арифметическую прогрессию
1, 3, 5, ... , 2[r/2]-5, 2[r/2]-3, 2[r/2]-1, r = 2[r/2]+1

с  такой  же,  как  и  на  нижнем основании
прямоугольника EFGH, разностью 2 и с [r/2] +
1 = [(r + 2)/2] = [(r + 1)/2] (последнее равенство
целых  частей  верно  ввиду  нечётности
относительной длины r прямоугольника
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EFGH)  элементов.  То  есть  наличествуют
ровно  столько  же  элементов  конечной
арифметической прогрессии,  сколько  всех
лежащих  на  верхнем основании  FG точек
изображающей биссектральной ломаной
отражений в прямоугольнике EFGH.
Если относительная длина r прямоугольника
EFGH чётна, а  его  относительная высота s
нечётна, то возможные значения
относительных  абсцисс x° лежащих  на
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верхнем основании  FG y° =  s в системе x°Oy°
относительных координат точек
изображающей биссектральной ломаной
отражений  в  прямоугольнике  EFGH на
рисунке  10  образуют  конечную
арифметическую прогрессию

1, 3, 5, ... , 2[r/2]-5, 2[r/2]-3, 2[r/2]-1
с  такой  же,  как  и  на  нижнем основании
прямоугольника EFGH, разностью 2 и с [r/2] =
[(r + 1)/2] (последнее равенство целых частей



Ph. D. & Dr. Sc. LEV GRIGOREVIC GELIMSON: ОБЩИЕ ТЕОРИИ ПРЕДМЕТНЫХ
ЕДИНИЧНОСТИ, МНОЖИТЕЛЬНОСТИ, ЦЕЛОСТИ, КРАТНОСТИ, ДЕЛИМОСТИ,

ПОРЯДКА И КООРДИНАТ, ОТРАЖЕНИЙ СЕКУЩЕЙ УГЛА В ПРЯМОУГОЛЬНИКЕ
СТОРОНАМИ, МОДЕЛИРОВАНИЯ ВЫБОРА ПРИ МНОГОНАПРАВЛЕННОСТИ     308  /  450  

верно ввиду чётности относительной длины r
прямоугольника  EFGH)  элементов.  То  есть
наличествуют  ровно  столько  же  элементов
конечной арифметической прогрессии,
сколько всех лежащих на  верхнем основании
FG  точек  изображающей биссектральной
ломаной отражений в прямоугольнике EFGH.
Если относительная длина r прямоугольника
EFGH нечётна, а его  относительная высота s
чётна, то возможные значения относительных
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абсцисс x° лежащих на верхнем основании FG
y° =  s в  системе x°Oy° относительных
координат точек  изображающей
биссектральной ломаной  отражений  в
прямоугольнике  EFGH на  рисунке  11
образуют  конечную арифметическую
прогрессию

0, 2, 4, 6, ... , 2[r/2]-6, 2[r/2]-4, 2[r/2]-2, 2[r/2]
с  такой  же,  как  и  на  нижнем основании
прямоугольника EFGH, разностью 2 и с [r/2] +
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1 = [(r + 2)/2] = [(r + 1)/2] (последнее равенство
целых  частей  верно  ввиду  нечётности
относительной длины r прямоугольника
EFGH)  элементов.  То  есть  наличествуют
ровно  столько  же  элементов  конечной
арифметической прогрессии,  сколько  всех
лежащих  на  верхнем основании  FG  точек
изображающей биссектральной ломаной
отражений в прямоугольнике EFGH.
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Таким  образом,  во  всех трёх допустимых
сочетаниях чётности и  нечётности
относительных длины r и  высоты s
прямоугольника  EFGH наличествуют  ровно
столько  же  всех допустимых и  возможных
значений  относительных абсцисс x° лежащих
на  верхнем основании  FG y° =  s в  системе
x°Oy° относительных координат точек
изображающей биссектральной ломаной
отражений  в  прямоугольнике  EFGH на
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рисунках 9,  10 и 11 как элементов имеющей
разность  2  конечной арифметической
прогрессии, сколько всех лежащих на верхнем
основании  FG  точек  изображающей
биссектральной ломаной  отражений  в
прямоугольнике EFGH.
По  законам неповторяемости и
непротивоходности,  вообще  говоря,
самопересекающейся изображающей
биссектральной ломаной  отражений  в
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прямоугольнике  EFGH на  рисунке  6  она  не
может пройти более одного раза ни через одну
из этих лежащих на верхнем основании FG y°
=  s в  системе x°Oy° точек  со  всеми
допустимыми и  возможными значениями
относительных абсцисс x°.
Никаких  иных  лежащих  на  верхнем
основании  FG y° =  s в  системе x°Oy° точек
изображающей биссектральной ломаной
отражений  в  прямоугольнике  EFGH на
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рисунке 6 быть не может. А общее количество точек
изображающей биссектральной ломаной на верхнем
основании  FG y° =  s в  системе x°Oy° совпадает  с
общим  количеством  элементов  соответствующей
имеющей  разность  2  конечной арифметической
прогрессии всех допустимых и возможных значений
относительных абсцисс x° всех этих точек.
Поэтому  все эти  допустимые и  возможные точки
изображающей биссектральной ломаной отражений
в прямоугольнике EFGH на его верхнем основании
FG оказываются  действительными,  то  есть
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наличествующими,  причём  непременно  ровно  по
одному разу.
Тем  самым  доказано,  что  все точки
изображающей биссектральной ломаной
отражений  в  прямоугольнике  EFGH на  его
верхнем основании  FG действительно
расположены  именно  равномерно,  а  именно
ровно  через  две единицы  в  системе x°Oy°
относительных координат.
Это в числе многого другого и показано на рисунках
9, 10 и 11.
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Обе  боковые стороны  EF и  HG
прямоугольника  EFGH не  длиннее  его
оснований FG и  EH.  Кроме  того,  каждый
отрезок  изображающей биссектральной
ломаной  отражений  в  прямоугольнике
образует  угол  π/4  с  каждой из  сторон
прямоугольника.  Поэтому  достаточно
рассмотреть каждую из  боковых сторон  EF и
HG прямоугольника  EFGH совместно  с
имеющим  такую же,  как  у  неё,  длину
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смежным отрезком любого из оснований FG и
EH и  учесть  равномерность всех точек
изображающей биссектральной ломаной
отражений в прямоугольнике на этом отрезке.
Отсюда  следует  точно  такая же
равномерность всех точек изображающей
биссектральной ломаной  отражений  в
прямоугольнике  на  каждой из  его  боковых
сторон.
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Тем  самым  доказано,  что  все точки
изображающей биссектральной ломаной
отражений  в  прямоугольнике  EFGH на  его
боковых сторонах  EF и  HG действительно
расположены  именно  равномерно,  а  именно
ровно  через  две единицы  в  системе x°Oy°
относительных координат.
Это  в  числе  многого  другого  и  показано  на
рисунках 9, 10 и 11. 
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Отсюда  следует  равномерность
квадратной сетки,  образуемой  всеми
самопересечениями изображающей
биссектральной ломаной  отражений  в
прямоугольнике.  Все квадраты этой
решётки одинаковы и  имеют  равную
двум  диагональ  в  системе x°Oy°
относительных координат.
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Стороны  этих  квадратов наклонены  под
углами  π/4  к  сторонам  прямоугольника  и
имеют  равные  наибольшей  общей  делящей
мере D{a,  b′} сторон  a и  b′ прямоугольника
проекции  на  стороны  прямоугольника.
Поэтому  сторона каждого  из  квадратов этой
сетки всех самопересечений равна 21/2D{a, b′},
а  площадь каждого  из  этих  квадратов
составляет

2D2{a, b′}.
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В этом случае  равномерность сетки всех
самопересечений секущей ломаной
отражений в прямоугольнике следует из
того,  что  натуральные числа  r и  s
взаимно просты,  секущая ломаная
содержит  именно  s частей,  повторяться
остатки 

0, 1, 2, ... , s - 1, 
которых ровно s, среди остатков 
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X1, X2, ... , Xs,
которых  тоже  ровно  s,  не  могут,
поскольку  рассмотрение  секущей
ломаной отражений в прямоугольнике на
промежутке между  этими
повторяющимися остатками показало
бы, что эта секущая ломаная может быть
при том же прямоугольнике  короче, чем
она есть, вопреки действительности, то есть
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X1, X2, ... , Xs

есть некая перестановка чисел 
0, 1, 2, ... , s - 1.

Эта  равномерная сетка всех
самопересечений секущей ломаной
отражений  в  прямоугольнике  образует
равные между собой ромбы со сторонами
D{a,  b′}/cosα,  с  диагоналями 2D{a,  b′},
параллельными  сторонам  a
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прямоугольника, и диагоналями 2D{a, b′}tgα,
параллельными  сторонам  b
прямоугольника.
Поэтому  площадь каждого  из  ромбов этой
сетки всех самопересечений составляет

2D2{a, b′}tgα.
Общее количество этих  ромбов можно
определить по их общей площади.
Площадь прямоугольника составляет

ab = rsD2{a, b′}tgα.
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Из неё следует вычесть  общую площадь
равнобедренных прямоугольных
треугольников вдоль  контура
прямоугольника  с  его  внутренней
стороны между  контуром и  сеткой
ромбов.
Площадь  каждого  из  этих  треугольников
равна  половине  произведения  стороны
треугольника,  лежащей  на  одной  из  сторон
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прямоугольника,  на  высоту  треугольника,
опущенную  на  эту  сторону  треугольника.
Такая  высота оказывается  одинаковой для
всех  этих  треугольников  с  основаниями  на
сторонах  a прямоугольника  и  составляет
ровно  половину вертикальной диагонали
каждого из внутренних ромбов, то есть

D{a, b′}tgα.
Половина произведения суммы длин сторон a
прямоугольника на эту общую высоту составляет
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(1/2)(a + a)D{a, b′}tgα = aD{a, b′}tgα.
Такая  высота оказывается  одинаковой и для
всех  этих  треугольников  с  основаниями  на
сторонах  b прямоугольника  и  составляет
ровно  половину горизонтальной диагонали
каждого из внутренних ромбов, то есть D{a, b′}.
Половина произведения суммы длин сторон b
прямоугольника  на  эту  общую  высоту
составляет

(1/2)(b + b)D{a, b′} = bD{a, b′}.
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Однако  при  этом  площади двух
треугольников с прямыми углами у двух
вершин  прямоугольника,  через  которые
секущая ломаная  отражений  в
прямоугольнике  не проходит,  считаются
дважды со  смежных  сторон
прямоугольника  и  поэтому  один  раз
должны  быть  вычтены  из  суммы  этих
половин произведений. 
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Здесь  используется  доказанная сразу
часть  общей теоремы, относящаяся к
тому,  что  секущая ломаная
отражений  в  прямоугольнике  не
может  попасть  в  ту  же  самую
вершину прямоугольника, откуда эта
ломаная  вышла.  Сумма  площадей
этих  двух  треугольников  равна
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половине  площади  каждого  из
внутренних  ромбов,  то  есть  D2{a,  b
′}tgα.
Поэтому общая площадь всех треугольников
между  контуром  прямоугольника  и  сетью
внутренних ромбов составляет
aD{a, b′}tgα + bD{a, b′} - D2{a, b′}tgα =

rD2{a, b′}tgα + sD2{a, b′}tgα - D2{a, b
′}tgα = (r + s)D2{a, b′}tgα - D2{a, b′}tgα.
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В итоге общее количество  равных между
собой ромбов со сторонами D{a, b′}/cosα, с
диагоналями 2D{a,  b′},  параллельными
сторонам  a прямоугольника,  и
диагоналями 2D{a, b′}tgα, параллельными
сторонам  b прямоугольника,  внутри
прямоугольника составляет

Qg = {rsD2{a, b′}tgα - (r + s)D2{a, b′}tgα + D2{a,
b′}tgα}/(2D2{a, b′}tgα) = (r - 1)(s - 1)/2 = (a/D{a, b′} - 1)

(b(ctgα)/D{a, b′} - 1)/2.



Ph. D. & Dr. Sc. LEV GRIGOREVIC GELIMSON: ОБЩИЕ ТЕОРИИ ПРЕДМЕТНЫХ
ЕДИНИЧНОСТИ, МНОЖИТЕЛЬНОСТИ, ЦЕЛОСТИ, КРАТНОСТИ, ДЕЛИМОСТИ,

ПОРЯДКА И КООРДИНАТ, ОТРАЖЕНИЙ СЕКУЩЕЙ УГЛА В ПРЯМОУГОЛЬНИКЕ
СТОРОНАМИ, МОДЕЛИРОВАНИЯ ВЫБОРА ПРИ МНОГОНАПРАВЛЕННОСТИ     332  /  450  

Тем самым  полностью завершены
доказательство общей теоремы и
построение общей теории
конечных  и  бесконечных
последовательных  отражений
секущей внутреннего  угла
прямоугольника его сторонами.



Ph. D. & Dr. Sc. LEV GRIGOREVIC GELIMSON: ОБЩИЕ ТЕОРИИ ПРЕДМЕТНЫХ
ЕДИНИЧНОСТИ, МНОЖИТЕЛЬНОСТИ, ЦЕЛОСТИ, КРАТНОСТИ, ДЕЛИМОСТИ,

ПОРЯДКА И КООРДИНАТ, ОТРАЖЕНИЙ СЕКУЩЕЙ УГЛА В ПРЯМОУГОЛЬНИКЕ
СТОРОНАМИ, МОДЕЛИРОВАНИЯ ВЫБОРА ПРИ МНОГОНАПРАВЛЕННОСТИ     333  /  450  

Общая теория конечных  и  бесконечных
последовательных  отражений  секущей
внутреннего  угла  прямоугольника  его
сторонами  является  очевидным  обобщением
теории конечных  и  бесконечных
последовательных  отражений  биссектрисы
внутреннего угла прямоугольника его сторонами и
даёт эту теорию в частном случае 

α = π/4.
При этом 

tgα = ctgα = 1.
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Секущая ломаная  отражений  в
прямоугольнике  становится  изображающей
биссектр  альной   ломаной  отражений  в
прямоугольнике  и,  разумеется,  и  в  этом
частном  случае  не  может  попасть  в  ту  же
самую  вершину  прямоугольника,  откуда  эта
ломаная вышла. 
Условие 

a ≥ b(ctgα)
принимает вид 
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a ≥ b.
Сторона a прямоугольника становится не
меньшей, а сторона b – не большей. 
Поэтому  по  совместительству
основание a прямоугольника
становится  также  длиной
прямоугольника,  а  основательность
прямоугольника 

σ = a/b
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– ещё и его продолговатостью.
Произведение

στ = (a/b)tgα
основательности σ прямоугольника  на
угловой коэффициент tgα биссектральной
ломаной  ввиду  единичности  этого
коэффициента  сводится  к  первому
множителю, то есть к основательности и
ещё и продолговатости прямоугольника
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σ = a/b.
Поэтому  биссектр  альная   ломаная  отражений  в
прямоугольнике  конечна тогда  и  только  тогда,
когда  основательность и  ещё  и  продолговатость
прямоугольника

σ = a/b
рациональна, то есть

σ = a/b = r/s, 
где r,  s –  натуральные взаимно простые числа,  то
есть 

r, s  N = {1, 2, 3, ...}∈
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и их наибольший общий делитель равен единице:
(r, s) = 1.

В  этом  случае  общее число Ng отрезков
биссектр  альной   ломаной  отражений  в
прямоугольнике  по-прежнему  определяется  общей
формулой 

Ng = r + s - 1.
Наибольшая общая делящая мера 

D{a, b′} = a/r = b(ctgα)/s
становится наибольшей   общ  ей делящей   меро  й  
сторон прямоугольника 
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D{a, b′} = a/r = b/s.
В  этом  случае  общая длина биссектр  альной  
ломаной  отражений  в  прямоугольнике
составляет 
Lg = ab/(D{a, b′}sinα) = sa/cosα = rb/sinα = rsD{a,

b′}/cosα = 21/2ab/D{a, b′}sinα = 21/2sa = 21/2rb′ =
21/2rsD{a, b′}.

При  всех самопересечениях биссектральной
ломаной  отражений  в  прямоугольнике
образуются 
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Qg = (a/D{a, b′} - 1)(b(ctgα)/D{a, b′} - 1)/2 = (a/D{a, b′} -
1)(b′/D{a, b′} - 1)/2 = (r - 1)(s - 1)/2 

равных между собой ромбов со сторонами D{a,
b′}/cosα,  с  диагоналями 2D{a,  b′},
параллельными сторонам  a прямоугольника,
и с диагоналями 2D{a, b′}, параллельными сторонам
b прямоугольника,  и,  следовательно,  в  данном
частном  случае  превращающихся  в  квадраты
стороной 21/2D{a, b′} и площадью 2D2{a, b′}, своими
сторонами наклонённые под углами π/4 к сторонам
прямоугольника.
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Значит,  из  общей теоремы общей теории
конечных  и  бесконечных  последовательных
отражений  секущей внутреннего  угла
прямоугольника его сторонами следует общая
теорема  теории конечных  и  бесконечных
последовательных  отражений  биссектрисы
внутреннего  угла  прямоугольника  его
сторонами.  Разумеется,  то  же  относится  и  к
доказательствам  этих  общих  теорем,  что
нетрудно проследить по ходу этих доказательств.
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Таким образом,  общая теория конечных  и
бесконечных  последовательных  отражений
секущей внутреннего  угла  прямоугольника
его  сторонами  действительно  является
обобщением теории конечных и бесконечных
последовательных  отражений  биссектрисы
внутреннего  угла  прямоугольника  его
сторонами и даёт эту теорию в частном случае

α = π/4.
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Nota bene.
Тем  не  менее,  из  теории конечных  и
бесконечных  последовательных  отражений
биссектрисы внутреннего  угла
прямоугольника  его  сторонами  можно
вывести общую теорию конечных  и
бесконечных  последовательных  отражений
секущей внутреннего  угла  прямоугольника
его сторонами с переходом от частного случая 

α = π/4



Ph. D. & Dr. Sc. LEV GRIGOREVIC GELIMSON: ОБЩИЕ ТЕОРИИ ПРЕДМЕТНЫХ
ЕДИНИЧНОСТИ, МНОЖИТЕЛЬНОСТИ, ЦЕЛОСТИ, КРАТНОСТИ, ДЕЛИМОСТИ,

ПОРЯДКА И КООРДИНАТ, ОТРАЖЕНИЙ СЕКУЩЕЙ УГЛА В ПРЯМОУГОЛЬНИКЕ
СТОРОНАМИ, МОДЕЛИРОВАНИЯ ВЫБОРА ПРИ МНОГОНАПРАВЛЕННОСТИ     344  /  450  

к общему случаю α  (0, π/2)∈ , 0 < α < π/2.
Для  этого  достаточно  любое  из
соответствующих  неравноосных растяжений
плоскости прямоугольника с  биссектральной
ломаной отражений в прямоугольнике такое,
что  отношение коэффициентов растяжения
вертикального к  горизонтальному составляет
именно tgα, где α и является тем самым углом
наклона  секущей к  основанию
прямоугольника.
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Простейшими  такими  геометрическими
преобразованиями  указанной  плоскости
являются  или  её  вертикальное
растяжение в  tgα раз,  или  её
горизонтальное сжатие в tgα раз.
Для  определённости  осуществим
вертикальное растяжение указанной
плоскости в tgα раз.
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При  этом  прямоугольник  преобразуется  в
другой  прямоугольник  с  уменьшенной в  tgα
раз  основательностью прямоугольника  как
отношением его сторон

σ = a/b,
закон  равенства  углов  падения  и  отражения
останется  незыблемым,  биссектральная
ломаная  отражений в  прямоугольнике  (один
из  углов  каждого  из  отрезков которой  с
каждой  из  сторон  прямоугольника  есть π/4)
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превратится  в  секущую ломаную  отражений  в
прямоугольнике (один из углов каждого из отрезков
которой  с  каждой  из  горизонтальных сторон
прямоугольника  составляет α,  а  с  каждой  из
вертикальных сторон прямоугольника составляет

π/2 - α),
угловой коэффициент из 

tg(π/4) = 1
превратится в tgα,
произведение

στ = (a/b)tgα
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основательности
σ = a/b

прямоугольника на угловой коэффициент
τ = tgα

этих  биссектральной ломаной отражений  в
прямоугольнике  и  секущей ломаной
отражений в прямоугольнике сохранится,
иерархичность этих биссектральной ломаной
отражений  в  прямоугольнике и  секущей
ломаной отражений в прямоугольнике сохранится,
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конечность  или  бесконечность  этих
биссектральной ломаной  отражений  в
прямоугольнике и  секущей ломаной
отражений в прямоугольнике сохранится,
в случае конечности этих ломаных общее
количество их  отрезков сохранится,  а
длина  каждого  отрезка  и  общая длина
ломаной умножатся на

cos(π/4)/cosα = 1/(21/2cosα),
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то есть увеличатся при 
π/4 < α < π/2

и уменьшатся при 
0 < α < π/4,

каждый  квадрат (стороной 21/2D{a,  b′} и
площадью 2D2{a, b′}) сетки, образованной
всеми самопересечениями
биссектральной ломаной  отражений  в
прямоугольнике, превратится  в
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соответствующей ромб сетки, образованной
всеми самопересечениями секущей ломаной
отражений  в  прямоугольнике,  имеющий
прежнюю горизонтальную диагональ 2D{a, b′}
того  квадрата и  вертикальную  диагональ
2D{a,  b′}tgα,  то  есть  умноженную  на  tgα
вертикальную  диагональ  2D{a,  b′} того
квадрата, все остатки 

X1, X2, ... , Xs

сохранятся.
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3. ОБЩАЯ ТЕОРИЯ (НЕ)ПРЕРЫВНОСТИ ЗАДАЧ
И ЕЁ ПРИЛОЖЕНИЕ К ПОСЛЕДОВАТЕЛЬНЫМ

ОТРАЖЕНИЯМ СЕКУЩЕЙ ВНУТРЕННЕГО
УГЛА ПРЯМОУГОЛЬНИКА ЕГО СТОРОНАМИ

Определение.  Задачей называется  предмет,  в
частности  система, хотя бы некоторые  части,
элементы и/или  взаимосвязи которых
являются искомыми неизвестными. 
Замечание.  Это  определение  является
всеобщим и  охватывает  также  задачи  на
построение как поиск предметов, в том числе
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примеров  и  контрпримеров,  множеств,
функций,  уравнений  и  их  совместных
множеств,  в  классической  математике  часто
называемых  их  системами,  дополнительно
изображаемых геометрических фигур, тел и их
элементов.
Определение. Задача называется непрерывной
при значении её данного, если все её искомые
неизвестные являются  непрерывными функциями
этого данного задачи при этом его значении.
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Определение. Задача называется непрерывной
по её данному на множестве его значений, если
все её  искомые неизвестные являются
непрерывными функциями этого  данного
задачи на этом множестве его значений.
Определение.  Задача называется  всюду
непрерывной по  её  данному,  если  все её
искомые неизвестные являются
непрерывными функциями этого  данного
задачи при всевозможных его значениях.
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Определение.  Задача называется  всюду
непрерывной,  если  все её  искомые
неизвестные являются  непрерывными
функциями всех данных задачи  при
всевозможных сочетаниях любых значений
всех этих данных.
Определение.  Задача называется  разрывной
при значении её данного, если хотя бы одно её
искомое неизвестное является разрывной функцией
этого данного задачи при этом его значении.
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Определение.  Задача называется
разрывной на  множестве значений её
данного,  если  при  каждом значении
этого её  данного из  этого множества
его значений существует хотя бы одно
её  искомое неизвестное,  являющееся
разрывной функцией этого данного
задачи при этом его значении.
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Определение.  Задача называется  всюду разрывной
по её  данному, если при  каждом значении этого её
данного существует хотя  бы одно её  искомое
неизвестное,  являющееся  разрывной функцией
этого данного задачи при этом его значении.
Определение.  Задача называется  всюду разрывной,
если при любом сочетании любых значений всех её
данных существует хотя  бы одно её  искомое
неизвестное, являющееся разрывной функцией всех
данных задачи при этом сочетании значений всех её
данных.
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Теорема.  Задача построения и  измерения
секущей ломаной  отражений  в
прямоугольнике  является  всюду разрывной
по его  длине, по его  высоте, по  углу наклона
секущей к  основанию прямоугольника,  по
угловому коэффициенту секущей (тангенсу
угла  наклона  секущей к  основанию
прямоугольника)  и  по  произведению
отношения длины прямоугольника  к  его
высоте на угловой коэффициент секущей.
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Доказательство.
Основная теорема доказала,  в  частности,
следующее.
При  рациональности произведения
отношения длины прямоугольника  к  его
высоте на  угловой коэффициент секущей
(тангенс  угла  наклона  секущей к  основанию
прямоугольника)  в  задаче построения и
измерения секущей ломаной  отражений  в
прямоугольнике секущая ломаная конечна, то
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есть  имеет  конечное общее число частей,
конечное общее число отрезков,  конечную
общую длину и  всеми своими
самопересечениями образует  равномерную
ромбическую сетку с  конечным общим
количеством одинаковых ромбов.
При  иррациональности произведения
отношения длины прямоугольника  к  его
высоте на  угловой коэффициент секущей
(тангенс  угла  наклона  секущей к  основанию
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прямоугольника)  в  задаче построения и
измерения секущей ломаной  отражений  в
прямоугольнике  секущая ломаная
бесконечна,  то  есть  имеет  бесконечное
множество всех частей,  бесконечное
множество всех отрезков и  бесконечную
общую длину.
Кроме  того,  из  сколь угодно точной
приближаемости любого  иррационального
числа рациональными числами,  например
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подходящими дробями его  разложения в
непрерывную (цепную)  дробь или
приближениями в любой позиционной системе
счисления,  в  частности  десятичными или
двоичными,  следует  при  иррациональности
произведения отношения длины
прямоугольника  к  его  высоте на  угловой
коэффициент секущей (тангенс угла наклона
секущей к  основанию  прямоугольника)  в
задаче построения и  измерения секущей
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ломаной отражений в прямоугольнике  всюду
плотность в  прямоугольнике  секущей
ломаной отражений в нём.
Определение.  Вездесущностью
(повсеместностью)  множества A  в
множестве B называется  всюду
представленность (всюду наличие,  всюду
частота,  общепринятая  «всюду
плотность») множества A в множестве B.
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В  любой  сколь  угодно  малой  окрестности
любой длины прямоугольника независимо от
того,  рационально или  иррационально
произведение отношения длины
прямоугольника  к  его  высоте на  угловой
коэффициент секущей (тангенс угла наклона
секущей к  основанию  прямоугольника),
существует  бесконечное множество как  длин
прямоугольника,  для  которых  произведение
отношения длины прямоугольника  к  его
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высоте на  угловой коэффициент секущей
рационально, так и длин прямоугольника, для
которых  произведение отношения длины
прямоугольника  к  его  высоте на  угловой
коэффициент секущей иррационально.
Поэтому  задача построения и  измерения
секущей ломаной  отражений  в
прямоугольнике  является  всюду
разрывной по его длине.
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В  любой  сколь  угодно  малой  окрестности
любой высоты прямоугольника независимо от
того,  рационально или  иррационально
произведение отношения длины
прямоугольника  к  его  высоте на  угловой
коэффициент секущей (тангенс угла наклона
секущей к  основанию  прямоугольника),
существует бесконечное множество как высот
прямоугольника,  для  которых  произведение
отношения длины прямоугольника  к  его
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высоте на  угловой коэффициент секущей
рационально,  так  и  высот прямоугольника,
для которых  произведение отношения длины
прямоугольника  к  его  высоте на  угловой
коэффициент секущей иррационально.
Поэтому  задача построения и  измерения
секущей ломаной  отражений  в
прямоугольнике  является  всюду
разрывной по его высоте.
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В  любой  сколь  угодно  малой  окрестности
любого  угла наклона секущей к  основанию
прямоугольника  независимо  от  того,
рационально или  иррационально
произведение отношения длины
прямоугольника  к  его  высоте на  угловой
коэффициент секущей (тангенс угла наклона
секущей к  основанию  прямоугольника),
существует  бесконечное множество как  углов
наклона секущей к основанию прямоугольника,
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для  которых  произведение отношения длины
прямоугольника  к  его  высоте на  угловой
коэффициент секущей рационально,  так  и  углов
наклона секущей к основанию прямоугольника, для
которых  произведение отношения длины
прямоугольника  к  его  высоте на  угловой
коэффициент секущей иррационально.
Поэтому  задача построения и  измерения
секущей ломаной  отражений  в  прямоугольнике
является  всюду разрывной по  углу наклона
секущей к основанию прямоугольника.
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В  любой  сколь  угодно  малой  окрестности
любого  углового коэффициента секущей
(тангенса угла наклона  секущей к основанию
прямоугольника)  независимо  от  того,
рационально или  иррационально
произведение отношения длины
прямоугольника  к  его  высоте на  угловой
коэффициент секущей,  существует
бесконечное множество  как  угловых
коэффициентов секущей,  для  которых
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произведение отношения длины
прямоугольника  к  его  высоте на  угловой
коэффициент секущей рационально,  так  и
угловых коэффициентов секущей,  для
которых  произведение отношения длины
прямоугольника  к  его  высоте на  угловой
коэффициент секущей иррационально.
Поэтому  задача построения и  измерения секущей
ломаной  отражений  в  прямоугольнике  является
всюду разрывной по  угловому коэффициенту
секущей.
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В  любой  сколь  угодно  малой
окрестности  любого  произведения
отношения длины прямоугольника к
его  высоте на  угловой коэффициент
секущей (тангенс угла наклона секущей к
основанию  прямоугольника)  независимо
от того, рационально или иррационально
это  произведение,  существует
бесконечное множество  как
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рациональных,  так  и  иррациональных
таких произведений.
Поэтому  задача построения и  измерения
секущей ломаной  отражений  в
прямоугольнике  является  всюду разрывной
по  произведению отношения длины
прямоугольника  к  его  высоте на  угловой
коэффициент секущей (тангенс угла наклона
секущей к основанию прямоугольника). 
В итоге теорема доказана полностью.
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4. МЕТАУРОВЕНЬ МАТЕМАТИЧЕСКОГО
МОДЕЛИРОВАНИЯ (БЕС)КОНЕЧНОСТИ,

(НЕ)РАЗРЕШИМОСТИ, РАССУДКА И
РАЗУМА, ФИЛОСОФИИ И ПСИХОЛОГИИ

РЕШЕНИЯ ЗАДАЧИ И ВЫБОРА ПРИ
МНОГОНАПРАВЛЕННОСТИ

ПОСЛЕДОВАТЕЛЬНЫМИ
ОТРАЖЕНИЯМИ СЕКУЩЕЙ

ВНУТРЕННЕГО УГЛА
ПРЯМОУГОЛЬНИКА ЕГО СТОРОНАМИ
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На  метауровне конечность и  бесконечность,
всюду  разрывная  задача, разрешимость и
неразрешимость,  простота и  сложность,
лёгкость и  трудность,  стандартность
алгоритмического рассудка и  открытия
изобретательного разума,  психология
решения задачи вчувствованием,
вдумыванием и вживанием в неё, а также
однонаправленность и  выбор при
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многонаправленности математически
моделируются теорией последовательных
отражений биссектрисы внутреннего угла
прямоугольника  его  сторонами  на
редкость  наглядно  и  конкретно,  то  есть
не  только  через  абстрактное мышление,
но и через  живое созерцание и,  главное,
через  именно  собственную деятельность
построения  секущей ломаной отражений
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в прямоугольнике,  оживляющую многие
математические  и  прежде  всего
геометрические  представления,  задолго
до  появления  восприимчивости  к
формальным определениям увлекающую
даже  маленьких  детей  и  судьбоносно
вовлекающую их в очаровательный мир
математики как всеобщего языка жизни
и науки.
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Таковы  разрешимость и  неразрешимость задачи
построения и  измерения равномерной ромбической
сетки,  образуемой  всеми самопересечениями
непременно  конечной секущей ломаной отражений
в прямоугольнике.
А  именно,  если  произведение отношения длины
прямоугольника  к  его  высоте на  угловой
коэффициент секущей (тангенс  угла  наклона
секущей к  основанию  прямоугольника)
рационально, то эта задача разрешима.
А  если  это  произведение иррационально,  то  эта
задача неразрешима.
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Таковы  простота и  сложность
предмета,  в  частности  системы,  а
также  лёгкость и  трудность задачи
построения и  именно
непосредственного,  а  не  косвенного
по  выведенным и  доказанным
законам, измерения секущей ломаной
отражений в прямоугольнике.
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А  именно,  если  произведение отношения
длины прямоугольника  к  его  высоте на
угловой коэффициент секущей (тангенс  угла
наклона  секущей к  основанию
прямоугольника)  не  только  рационально,  но
ещё  и  целочисленно, то  секущая ломаная
отражений в прямоугольнике является на редкость
простой,  а  задача  её  построения и  именно
непосредственного, а не косвенного по выведенным
и  доказанным законам,  измерения оказывается  на
редкость простой и лёгкой.
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Если  рациональное произведение отношения
длины прямоугольника  к  его  высоте на
угловой коэффициент секущей (тангенс  угла
наклона  секущей к  основанию
прямоугольника)  выражается  несократимой
дробью  с  относительно небольшой суммой
числителя и  знаменателя,  то  секущая ломаная
отражений  в  прямоугольнике  является  простой,  а
задача её построения и именно непосредственного, а
не  косвенного по  выведенным и  доказанным
законам, измерения оказывается простой и лёгкой.



Ph. D. & Dr. Sc. LEV GRIGOREVIC GELIMSON: ОБЩИЕ ТЕОРИИ ПРЕДМЕТНЫХ
ЕДИНИЧНОСТИ, МНОЖИТЕЛЬНОСТИ, ЦЕЛОСТИ, КРАТНОСТИ, ДЕЛИМОСТИ,

ПОРЯДКА И КООРДИНАТ, ОТРАЖЕНИЙ СЕКУЩЕЙ УГЛА В ПРЯМОУГОЛЬНИКЕ
СТОРОНАМИ, МОДЕЛИРОВАНИЯ ВЫБОРА ПРИ МНОГОНАПРАВЛЕННОСТИ     382  /  450  

Если  рациональное произведение
отношения длины прямоугольника к его
высоте на угловой коэффициент секущей
(тангенс  угла  наклона  секущей к
основанию прямоугольника) выражается
несократимой дробью с  весьма большой
суммой числителя и  знаменателя,  то
секущая ломаная  отражений  в
прямоугольнике  является  весьма
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сложной, а задача её построения и именно
непосредственного,  а  не  косвенного по
выведенным и  доказанным законам,
измерения оказывается весьма сложной и
трудной,  однако  эта  задача измерения
сильно  упрощается  при  переходе  к
косвенному измерению по выведенным и
доказанным законам.
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Стандартность алгоритмического
рассудка математически  моделируется
задачей именно  непосредственного,  а  не
косвенного по выведенным и доказанным
законам,  измерения в теории
последовательных  отражений  секущей
внутреннего  угла  прямоугольника  его
сторонами  на  редкость  наглядно  и
конкретно.
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Открытия изобретательного разума
математически  моделируются задачей
именно  косвенного (по  выведенным и
доказанным законам) измерения в теории
последовательных  отражений  секущей
внутреннего  угла  прямоугольника  его
сторонами,  причём  выводились эти
законы на  редкость  наглядно  и
конкретно.
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Психология решения задачи вчувствованием,
вдумыванием и  вживанием в  неё
математически  моделируется  ограничением
рассмотрения  внутренностью  прямоугольника,
сосредоточением  внимания  на  ней  и  самим
непосредственным  ходом секущей ломаной
отражений  в  прямоугольнике  в теории
последовательных  отражений  секущей
внутреннего  угла  прямоугольника  его
сторонами на редкость наглядно и конкретно.
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Однонаправленность отдельной секущей
ломаной  отражений  в  прямоугольнике  на
метауровне математически моделирует: 
1)  прямолинейность, полное отсутствие гибкости и
даже неповоротливость, пренебрежение обратной
связью,  невзирая  на  ход,  промежуточные  и
окончательные  итоги деятельности,  догматизм,
бессмысленное  упрямство,  битьё  лбом  о  стенку,
подмену  цели,  чрезвычайно  вредные  при
решении многих жизненных и научных задач;
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2)  чрезвычайно  полезные
целеустремлённость,  неуклонное
следование  судьбе  и  призванию,
силу воли, постоянство, стойкость,
устойчивость,  прочность,
надёжность,  определённость,
предсказуемость, наращиваемость.
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Многонаправленность совокупности
всевозможных секущих ломаных
отражений  в  прямоугольнике  на
метауровне математически моделирует: 
многонаправленность, многовекторность,
многовариантность,  многогранность,
многосторонность,  многозадачность,
всеохватность,  всепроникаемость,
поворотливость,  избирательность,
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гибкость  при  выборе  прямолинейного
направления,  нацеленность  на  успех,
возможность  и  готовность  настройки,
приспособления, самообучения, развития,
учёта  обратной  связи,  хода,
промежуточных и окончательных итогов
деятельности, чрезвычайно полезные при
решении  многих  жизненных  и  научных
задач.



Ph. D. & Dr. Sc. LEV GRIGOREVIC GELIMSON: ОБЩИЕ ТЕОРИИ ПРЕДМЕТНЫХ
ЕДИНИЧНОСТИ, МНОЖИТЕЛЬНОСТИ, ЦЕЛОСТИ, КРАТНОСТИ, ДЕЛИМОСТИ,

ПОРЯДКА И КООРДИНАТ, ОТРАЖЕНИЙ СЕКУЩЕЙ УГЛА В ПРЯМОУГОЛЬНИКЕ
СТОРОНАМИ, МОДЕЛИРОВАНИЯ ВЫБОРА ПРИ МНОГОНАПРАВЛЕННОСТИ     391  /  450  

Задача  о  секущей ломаной  отражений  в
прямоугольнике  на  метаметауровне
чрезвычайно  поучительна,  учит  основанной
на  чувстве  меры  мудрой  разумности  с
критерием уверенного наилучшего выбора ни
в коем случае не импульсивных сиюминутных
эмоциональных  своекорыстных,  а  посильно
предельно  глубоко  продуманных  и
прочувствованных  непременно  общественно
полезных именно долговременных решений.
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Пример. В задаче о  секущей ломаной отражений в
прямоугольнике  ключевую  роль  играет
математическая рациональность равного
отношению  положительных целых чисел
произведения отношения длины прямоугольника к
его  высоте  на  угловой  коэффициент  секущей
(тангенс  угла  наклона  секущей  к  основанию
прямоугольника).  А  в  жизни  желанна  и  полезна
жизненная целительность,  положительность и
рациональность различных  сторон  жизни  как
разумность соотношений: 



Ph. D. & Dr. Sc. LEV GRIGOREVIC GELIMSON: ОБЩИЕ ТЕОРИИ ПРЕДМЕТНЫХ
ЕДИНИЧНОСТИ, МНОЖИТЕЛЬНОСТИ, ЦЕЛОСТИ, КРАТНОСТИ, ДЕЛИМОСТИ,

ПОРЯДКА И КООРДИНАТ, ОТРАЖЕНИЙ СЕКУЩЕЙ УГЛА В ПРЯМОУГОЛЬНИКЕ
СТОРОНАМИ, МОДЕЛИРОВАНИЯ ВЫБОРА ПРИ МНОГОНАПРАВЛЕННОСТИ     393  /  450  

времён  на  занятия  различными  видами
деятельности с учётом их желанности и полезности;
итогов деятельности и трудозатрат; 
цен и полезности товаров.
Пример.  В  задаче  о  секущей ломаной
отражений  в  прямоугольнике  создан  и
используется  трёхуровневый иерархический
анализ. С  возможным  изменением  количества
уровней  он  чрезвычайно  полезен  и  в  жизни  для
упорядочения текущего,  долговременного и
судьбоносного.
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Пример.  В  задаче  о  секущей ломаной
отражений  в  прямоугольнике  секущая
наталкивается на ограничения его сторонами.
Деятельность  наталкивается  на  ограничения
сторонами жизни.
Пример.  В  задаче  о  секущей ломаной
отражений  в  прямоугольнике  они
взаимосвязаны,  закономерны,
последовательны  и  соответствуют  логике
задачи и её решения. Хорошо, если жизненные
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решения  и  действия  взаимосвязаны,
закономерны,  последовательны  и
соответствуют логике жизни и её сотворения.
Пример.  В  задаче  о  секущей ломаной
отражений в прямоугольнике каждому её
отрезку  свойственна  прямизна  как
кратчайший  путь  к  цели.  Хорошо,  если
жизненные решения и действия являются
именно целеустремлёнными.
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ЗАКЛЮЧЕНИЕ
Таким  образом, созданы  общие теории
произвольных  предметных единичности,
множительности,  целости,  кратности,  делимости,
упорядоченности и  систем координат с  действиями
над  предметами и  числами. Введены наибольшие
общие  делящие  и  наименьшие  общие  кратные
предметы,  меры и  многомерные  прямоугольные
параллелепипеды с обобщением наибольших общих
делителей и наименьших общих кратных. На основе
трёхуровневого иерархического анализа создана
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общая теория конечных  и  бесконечных
последовательных отражений  секущей внутреннего
угла  прямоугольника  его  сторонами.  Эта общая
теория не  только  обобщает теорию конечных  и
бесконечных  последовательных  отражений
биссектрисы внутреннего угла прямоугольника его
сторонами,  но  и  неравноосными  растяжениями
плоскости  выводится из  этой  теории.  Открыты
явления и  доказанные теоремами законы конечной
при  соизмеримости и  бесконечной при
несоизмеримости основания прямоугольника и его
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высоты,  делённой  на  тангенс  угла  между  этим
основанием  и  секущей угла,  секущей ломаной
отражений  в  прямоугольнике,  её  конечной
обратимости,  неповторяемости,  непротивоходности,
невозвратимости и завершения в  отличных  от
исходной вершинах прямоугольника,  частичных, а
при  конечности секущей ломаной  отражений  в
прямоугольнике и полных её общего числа отрезков
и общей длины вместе с единым размером и общим
количеством ромбов равномерной сетки,
образованной  всеми самопересечениями секущей
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ломаной  отражений  в  прямоугольнике. В  общей
теории  (не)прерывности  задач  доказаны
всюду разрывность задачи о секущей ломаной
отражений  в  прямоугольнике  и  её
вездесущность  (повсеместность,  всюду
представленность,  всюду  наличие,  всюду
частота, общепринятая «всюду плотность») в
нём в случае её бесконечности. На метауровне
математически  моделируются  выбор  при
многонаправленности,  конечность  и
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бесконечность,  всюду  разрывная  задача,
разрешимость и неразрешимость,  простота и
сложность,  лёгкость  и  трудность,
стандартность  алгоритмического  рассудка  и
открытия  изобретательного  разума,
психология  решения задачи вчувствованием,
вдумыванием и вживанием в неё.
Общая теория конечных  и  бесконечных
последовательных  отражений  секущей
внутреннего  угла  прямоугольника  его
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сторонами основана на законах упругого соударения
в механике и на законах отражения света в оптике и
поэтому  может  представить  интерес  для
математики и физики с механикой и оптикой,
а  также  для  педагогики  средней  и  высшей
школы, в том числе для специализированных
классов,  гимназий,  лицеев,  университетов,
аспирантур,  для  предметных  олимпиад  и
вообще  для  решения  нестандартных  задач,
включая  самостоятельное,  в  целях  творческого
развития будущих учёных.
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Представляется  весьма  целесообразным
дальнейшее развитие общей теории конечных
и  бесконечных  последовательных  отражений
секущей внутреннего  угла  прямоугольника
его сторонами, в частности применительно к
другим  типам  многоугольников,
криволинейным фигурам,  многогранникам и
пространственным  телам  произвольных
форм,  в  том  числе  в  математических
пространствах произвольных размерностей.
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