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Аннотация. Впервые  дано  именно
элементарное доказательство весьма частной
теоремы  Харальда  Бора  об  ограниченности
функции,  непрерывной  и  имеющей  нулевое
интегральное  среднее  на  отрезке,  равные
значения  на  его  концах  и  ограниченную
производную всюду внутри него. Всесторонне
исследованы  и  использованы  разнообразные
возможности  уточнения,  углубления,
обобщения и развития этой теоремы, её условий и
заключения ещё 14 теоремами.
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Abstract. For the first time, an elementary proof
of a very particular theorem by Harald Bohr on
the boundedness of a function that is continuous
and has a zero integral mean on a closed interval,
equal values at its ends and a bounded derivative
everywhere inside it have been given. All various
possibilities  of  refinement,  deepening,
generalization and development of this theorem,
its  conditions  and  conclusion  have  been
comprehensively  investigated  and  used  by  14  further
theorems.
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ПРЕДИСЛОВИЕ
Это  научная  монография,  излагающая
полностью  самостоятельно  выполненную
собственную  студенческую  научную  работу
1971  года  в  19-летнем  возрасте  после
выигрыша  областных  олимпиад  по  всем
предметам и третьих мест на Всеукраинской и
Всесоюзной  олимпиадах  по  математике  и
окончания  физико-математического  специального
класса  будущих  гимназии  и  лицея  с  золотой
медалью, одной из двух в областном центре, в 1969 году.
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Научный  руководитель,  кандидат  физико-
математических  наук,  доцент  Виталий  Фёдорович
Власенко  предложил  рассмотреть  одну  теорему
Харальда Бора:
«Сформулированная  теорема  приведена  без
доказательства  в  Собрании  сочинений  академика
Сергея Натановича Бернштейна, том 2, 1954, с. 170–
172.
Сергей  Натанович  Бернштейн  при  помощи
аппарата рядов Фурье доказывает обобщение такой
теоремы для случая
f(k)(0) = f(k)(2π) (k = 0, 1, 2, ... , n - 1), |f(n)(x)| ≤ 1.»
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Кроме  того,  научный  руководитель,  кандидат
физико-математических наук, доцент Виталий
Фёдорович Власенко собственноручно составил
титульный лист этой студенческой научной работы
1971 года.
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Во всём остальном настоящая научная работа
выполнена  автором,  тогда  19-летним
студентом, полностью самостоятельно. 
Справка Википедии:
«Харальд  Август  Бор  (дат.  Harald  August
Bohr; 22 апреля 1887, Копенгаген – 22 января
1951) – датский математик и футболист. 
Серебряный  призёр  Олимпийских  игр  1908
года.  Известен  своими  работами  в  области
теории функций. Брат знаменитого физика Нильса
Бора.»
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Целью настоящей  научной  работы
является  именно  элементарного
доказательства,  уточнения,  углубления и
развития весьма  частной  теоремы
Харальда  Бора  об  ограниченности
функции,  непрерывной  и  имеющей
нулевое интегральное среднее на отрезке,
равные  значения  на  его  концах  и
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ограниченную  производную  всюду  внутри
него.

ТЕОРЕМА ХАРАЛЬДА БОРА
Теорема 1 (Харальд Бор  )  .
Пусть  непрерывная  на  отрезке [0,  2π]
действительная  функция  f(x) удовлетворяет
совокупности следующих трёх условий:
1.  В  каждой  точке  интервала (0,  2π)
производная  f′(x) функции  f(x) существует  и
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по  абсолютной  величине  не  превышает
единицы:

|f′(x)| ≤ 1 (0 < x < 2π).
2. Значения функции  f(x) в начале и в конце
отрезка [0, 2π] равны между собой:

f(0) = f(2π).
3.  Интеграл  функции  f(x) на  отрезке [0,  2π]
равен нулю:

∫0
2πf(x)dx = 0.
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Тогда на указанном отрезке [0, 2π] абсолютная
величина  значений  функции  f(x) строго
меньше π/2, то есть имеет место неравенство: 

|f(x)| < π/2 (0 ≤ x ≤ 2π).
ЭЛЕМЕНТАРНОЕ ДОКАЗАТЕЛЬСТВО

ТЕОРЕМЫ ХАРАЛЬДА БОРА
Именно элементарное доказательство впервые
дано  автором  и  основано  на  методе от
противоречащего.
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Допустим  противоречащее.  Тогда
существующий  и  принимаемый  ввиду
непрерывности на  отрезке функции  f(x)
максимум её абсолютной величины

M = maxx [0,2π]∈ |f(x)| ≥ π/2.
Поэтому существует хотя бы одно такое

x0  [0, 2π],∈
что или

f(x0) = M,
или 
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f(x0) = - M.
Ограничимся первым случаем 

f(x0) = M,
поскольку второй случай 

f(x0) = - M
сводится  к  первому  случаю  тривиальной
подстановкой

h(x) = - f(x).
Обозначим

a = f(0) = f(2π).
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Применяя  теорему  Лагранжа  о  среднем
значении

f(x) - f(x′) = f′(c)(x - x′) [c ∈ (x′, x), x′ < x]
к функции f(x) на отрезке [0, x0], получаем

M - a = |M - a| = |f(x0) - f(0)| = |f′(c)||x0 - 0| =
|f′(c)|x0 ≤ x0 [c ∈ (0, x0), 0 < x0],

или 
(1)

M - a ≤ x0.
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Применяя  теорему  Лагранжа  о  среднем
значении

f(x) - f(x′) = f′(c)(x - x′) [c ∈ (x′, x), x′ < x]
к функции f(x) на отрезке [x0, 2π], получаем

M - a = |a - M| = |f(2π) - f(x0)| = |f′(c)||2π - x0| =
|f′(c)|(2π - x0) ≤ 2π - x0 [c ∈ (x0, 2π), x0 < 2π],

или
(2) 

M - a ≤ 2π - x0.
Кроме того, 

(3) 
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0 ≤ x0 ≤ 2π.
Обозначим

x1 = (a + x0 - M)/2,
x2 = (M + x0 + 2π - a)/2.

Пользуясь неравенствами (1),  (2) и (3),  легко
установить, что 

0 ≤ x1 ≤ x0 ≤ x2 ≤ 2π.
Применяя  теорему  Лагранжа  о  среднем
значении

f(x) - f(x′) = f′(c)(x - x′) [c ∈ (x′, x), x′ < x]
к функции f(x) на отрезке [0, x] (0 ≤ x ≤ x1), ввиду
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f′(c) ≥ - 1
и

x ≥ 0
получаем 

f(x) - a = f(x) - f(0) = f′(c)(x - 0) = f′(c)x ≥ - x
 [c ∈ (0, x), 0 < x],

или 
f(x) ≥ - x + a (0 ≤ x ≤ x1).

Применяя  теорему  Лагранжа  о  среднем
значении
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f(x) - f(x′) = f′(c)(x - x′) [c ∈ (x′, x), x′ < x]
к функции  f(x) на отрезке [x,  x0]  (x1 ≤  x ≤  x0),
ввиду

f′(c) ≤ 1
и

x0 - x ≥ 0
получаем 

M - f(x) = f(x0) - f(x) = f′(c)(x0 - x) ≤ x0 - x
[c ∈ (x, x0), x < x0],

или 
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f(x) ≥ x - x0 + M (x1 ≤ x ≤ x0).
Применяя  теорему  Лагранжа  о  среднем
значении

f(x) - f(x′) = f′(c)(x - x′) [c ∈ (x′, x), x′ < x]
к функции  f(x) на отрезке [x0,  x]  (x0 ≤  x ≤  x2),
ввиду

f′(c) ≥ - 1
и

x - x0 ≥ 0
получаем 
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f(x) - M = f(x) - f(x0) = f′(c)(x - x0) = f′(c)(x - x0) ≥
x0 - x [c ∈ (x0, x), x0 < x],

или 
f(x) ≥ - x + x0 + M (x0 ≤ x ≤ x2).

Применяя  теорему  Лагранжа  о  среднем
значении

f(x) - f(x′) = f′(c)(x - x′) [c ∈ (x′, x), x′ < x]
к функции f(x) на отрезке [x, 2π]  (x2 ≤  x ≤ 2π),
ввиду

f′(c) ≤ 1
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и
2π - x ≥ 0

получаем 
a - f(x) = f(2π) - f(x) = f′(c)(2π - x) ≤ 2π - x

[c ∈ (0, x), 0 < x],
или 

f(x) ≥ x - 2π + a (x2 ≤ x ≤ 2π).
Непосредственно  выше  мы  четырежды
применили  теорему  Лагранжа  о  среднем
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значении  к  функции  f(x) на  охватываемых
отрезках соответственно

[0, x] (0 ≤ x ≤ x1),
[x, x0] (x1 ≤ x ≤ x0),
[x0, x] (x0 ≤ x ≤ x2),

[x, 2π] (x2 ≤ x ≤ 2π). 
А  теперь  рассмотрим  совокупность
полученных  итоговых  неравенств  для
функции  f(x) на  соответствующих
охватывающих отрезках,  в  совокупности
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составляющих отрезок [0, 2π] как его части с
общими концами внутри него:

f(x) ≥ - x + a (0 ≤ x ≤ x1),
f(x) ≥ x - x0 + M (x1 ≤ x ≤ x0),

f(x) ≥ - x + x0 + M (x0 ≤ x ≤ x2),
f(x) ≥ x - 2π + a (x2 ≤ x ≤ 2π). 

Правые части последних четырёх неравенств
определяют на так составленном отрезке [0, 2π]
кусочно-линейную  функцию,  которую  обозначим
φ(x):
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φ(x) = - x + a (0 ≤ x ≤ x1),
φ(x) = x - x0 + M (x1 ≤ x ≤ x0),

φ(x) = - x + x0 + M (x0 ≤ x ≤ x2),
φ(x) = x - 2π + a (x2 ≤ x ≤ 2π).

Совокупность  тех  же  четырёх  неравенств
доказывает,  что  на  отрезке  [0,  2π]  выполнено
неравенство 

(4)
f(x) ≥ φ(x).
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Докажем  правильность именно  такого
определения  функции  φ(x),  в  котором
промежуточные  точки  x1,  x0,  x2 деления
отрезка [0, 2π] включены по два раза каждая,
и  тем  самым  докажем  непрерывность
функции φ(x) ввиду её кусочной линейности и
поэтому  заведомой  непрерывности внутри
всех  охватывающих  отрезков,  совместно
составляющих отрезок  [0,  2π].  Для  этого
определим  и  сопоставим  соответствующие
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односторонние пределы функции  φ(x) в
указанных  промежуточных  точках  x1,  x0,  x2

деления отрезка [0, 2π]:
limx→x(1)-0φ(x) = limx→x(1)-0(- x + a) = - x(1) + a = - x1

+ a = - (a + x0 - M)/2 + a = (a - x0 + M)/2;
limx→x(1)+0φ(x) = limx→x(1)+0(x - x0 + M) = x(1) - x0 +

M = x1 - x0 + M = (a + x0 - M)/2 - x0 + M = (a - x0 +
M)/2;

limx→x(0)-0φ(x) = limx→x(0)-0(x - x0 + M) = x(0) - x0 +
M = x0 - x0 + M = M;
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limx→x(0)+0φ(x) = limx→x(0)+0(- x + x0 + M) =
- x(0) + x0 + M = - x0 + x0 + M = M;

limx→x(2)-0φ(x) = limx→x(2)-0(- x + x0 + M) = -
x(2) + x0 + M = - x2 + x0 + M = - (M + x0 +
2π - a)/2 + x0 + M = (M + x0 - 2π + a)/2;
limx→x(2)+0φ(x) = limx→x(2)+0(x - 2π + a) =

x(2) - 2π + a = x2 - 2π + a = (M + x0 + 2π -
a)/2 - 2π + a = (M + x0 - 2π + a)/2.
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Следовательно,  соответствующие
односторонние пределы попарно равны
между собой:
limx→x(1)-0φ(x) = (a - x0 + M)/2 = limx→x(1)+0φ(x);

limx→x(0)-0φ(x) = M = limx→x(0)+0φ(x);
limx→x(2)-0φ(x) = (M + x0 - 2π + a)/2 = limx→x(2)+0φ(x).
Значит, функция φ(x) непрерывна и даже
без  учёта  непрерывности  как  кусочно-
линейная интегрируема на отрезке [0, 2π].
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В силу (4) 
∫0

2πf(x)dx ≥ ∫0
2πφ(x)dx = 2πa - π2 + (1/2)(M + x0 - a)

(M + 2π - x0 - a).
Введём обозначение последней правой части

A = 2πa - π2 + (1/2)(M + x0 - a)(M + 2π - x0 - a).
Если

a > π/2,
то с учётом неравенств

a ≤ M
и (3) имеет место
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A = 2πa - π2 + (1/2)(M + x0 - a)(M + 2π - x0 -
a) > 2ππ/2 - π2 + (1/2)x0(2π - x0) ≥ 0,

то есть в итоге неравенство
A > 0.

Если
a ≤ π/2,

то, учитывая неравенство 
(5) 

M ≥ π/2
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по допущению и следующее из (1), (2) и (5)
неравенство

π/2 - a ≤ x0 ≤ 3π/2 + a,
имеем: 
A = 2πa - π2 + (1/2)(M + x0 - a)(M + 2π - x0 -
a) ≥ 2πa - π2 + (1/2)(π/2 + x0 - a)(π/2 + 2π - x0

- a) = 2πa - π2 + (1/2)[(x0 + a - π/2) + (π - 2a)]
[(3π/2 + a - x0) + (π - 2a)] = 2πa - π2 + (1/2)(x0

+ a - π/2)(3π/2 + a - x0) + (1/2)(π - 2a)[(x0 + a -
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π/2) + (3π/2 + a - x0)] + (1/2)(π - 2a)2 = (1/2)(x0

+ a - π/2)(3π/2 + a - x0) + π(2a - π) + (1/2)(π -
2a)(π + 2a) + (1/2)(π - 2a)2 = (1/2)(x0 + a - π/2)
(3π/2 + a - x0) + (1/2)(π - 2a)(- 2π + π + 2a + π

- 2a) = (1/2)(x0 + a - π/2)(3π/2 + a - x0) ≥ 0.
Итак, во всех случаях имеет место
неравенство

∫0
2πφ(x)dx ≥ 0.
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Если  хотя  бы  в  одной  точке
оправдывается  именно  строгий смысл
неравенства (4), то в силу непрерывности
функции  f(x) в  целой окрестности этой
точки имеет место неравенство 

f(x) > φ(x),
откуда следует неравенство

∫0
2πf(x)dx > 0,

что противоречит условию 3.
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Остаётся  считать  функции  f(x) и  φ(x)
тождественно равными между  собой  на
отрезке [0, 2π]. 
Но,  как  легко  видеть,  функция  φ(x) не
дифференцируема хотя  бы  в  одной
внутренней точке  отрезка  [0,  2π],
поскольку  односторонние производные в
этой точке составляют 1 с одной стороны
и -1 с другой стороны.
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Этой точкой служит или  x0, если имеет место
неравенство 

0 < x0 < 2π, 
или π,  если максимум абсолютной величины
функции f(x) достигается на концах отрезка [0,
2π]. 
Итак, допущение неравенства 

M ≥ π/2
приведено к противоречию с условием 3, что и
доказывает теорему 1. 
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УТОЧНЕНИЕ, УГЛУБЛЕНИЕ,
ОБОБЩЕНИЕ И РАЗВИТИЕ ТЕОРЕМЫ

ХАРАЛЬДА БОРА
Тем  самым  мы  доказали  именно  строгое
неравенство 

|f(x)| < π/2 
и  усилили  теорему  академика  Сергея
Натановича  Бернштейна,  утверждающую
лишь, что имеет место нестрогое неравенство 

|f(x)| ≤ π/2,
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то есть не исключающую возможность
|f(x)| = π/2. 

В  связи  с  этим  возникает  вопрос  о
возможности дальнейшего  усиления теоремы
1 в смысле замены π/2 в её заключении строго
меньшим числом.  Этот  вопрос  решает
отрицательно следующая теорема.
Теорема 2. 
Для любого действительного числа 

M  [0, π/2∈ )
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(из  полуотрезка  от  включаемого 0  до
исключаемого π/2) существует  непрерывная
на  отрезке [0,  2π]  функция  g(x),
удовлетворяющая совокупности условий: 
1)  в  каждой  точке  интервала (0,  2π)
производная g′(x) функции g(x) существует и
по  абсолютной  величине  не  превышает
единицы:

|g′(x)| ≤ 1 (0 < x < 2π);
2′) g(n)(0) = g(n)(2π) (n = 0, 1, 2, ...); 
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3)  интеграл  функции  g(x) на  отрезке [0,  2π]
равен нулю:

∫0
2πg(x)dx = 0, 

для которой
M′ = maxx [0,2π]∈ |g(x)| > M.

Замечание.  Очевидно,  такая  функция
удовлетворяет  и  условию  2,  обобщаемому
условием  2′,  дающим  условие  2  в
предположении n = 0. 
Доказательство.
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Пусть M – любое действительное число из
полуотрезка от  включаемого 0  до
исключаемого π/2,  то  есть  имеет  место
двойное неравенство

0 ≤ M < π/2.
Выберем  произвольное действительное число
M′, удовлетворяющее двойному неравенству

(6) 
max{M, π/10} < M′ < π/2, 



Ph. D. & Dr. Sc. LEV GRIGOREVIC GELIMSON: ЭЛЕМЕНТАРНОЕ
ДОКАЗАТЕЛЬСТВО, УТОЧНЕНИЕ, УГЛУБЛЕНИЕ, ОБОБЩЕНИЕ И

РАЗВИТИЕ ОДНОЙ ТЕОРЕМЫ ХАРАЛЬДА БОРА     48  /  511  

например  полусумму  (среднее
арифметическое) последних двух границ:

 M′ = {max[M, π/10] + π/2}/2.
Полагая 

α = (π/2 - M′)/4,
из двойного неравенства (6) получаем систему
двух неравенств 

(7) 
α > 0,

5α < π/2,
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из которой выводим цепь неравенств 
0 < 3α < 4α < π/2 - α < π/2.

Строим на отрезке [0, π/2] функцию 
ψ(x) = 0 (0 ≤ x ≤ 3α),

ψ(x) = (1/2)(x - 3α)2/α (3α ≤ x ≤ 4α),
ψ(x) = x - 7α/2 (4α ≤ x ≤ π/2 - α),

ψ(x) = M′ - (1/2)(π/2 - x)2/α (π/2 - α ≤ x ≤ π/2).
Затем строим на отрезке [0, π] следующую функцию:

χ(x) = ψ(x) (0 ≤ x ≤ π/2),
χ(x) = ψ(π - x) (π/2 ≤ x ≤ π). 
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Представим функцию χ(x) в явном виде:
χ(x) = 0 (0 ≤ x ≤ 3α),

χ(x) = (1/2)(x - 3α)2/α (3α ≤ x ≤ 4α),
χ(x) = x - 7α/2 (4α ≤ x ≤ π/2 - α),

χ(x) = M′ - (1/2)(π/2 - x)2/α (π/2 - α ≤ x ≤ π/2),
χ(x) = M′ - (1/2)(x - π/2)2/α (π/2 ≤ x ≤ π/2 + α),
χ(x) = π - x - 7α/2 (π/2 + α ≤ x ≤ π - 4α),

χ(x) = (1/2)(π - x - 3α)2/α (π - 4α ≤ x ≤ π - 3α), 
χ(x) = 0 (π - 3α ≤ x ≤ π).
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Теперь строим на отрезке [0,  2π] следующую
функцию: 

g(x) = χ(x) (0 ≤ x ≤ π),
g(x) = - χ(2π - x) (π ≤ x ≤ 2π). 

Представим функцию g(x) в явном виде:
g(x) = 0 (0 ≤ x ≤ 3α),

g(x) = (1/2)(x - 3α)2/α (3α ≤ x ≤ 4α),
g(x) = x - 7α/2 (4α ≤ x ≤ π/2 - α),

g(x) = M′ - (1/2)(π/2 - x)2/α (π/2 - α ≤ x ≤ π/2),
g(x) = M′ - (1/2)(x - π/2)2/α (π/2 ≤ x ≤ π/2 + α),
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g(x) = π - x - 7α/2 (π/2 + α ≤ x ≤ π - 4α),
g(x) = (1/2)(π - x - 3α)2/α (π - 4α ≤ x ≤ π - 3α),

g(x) = 0 (π - 3α ≤ x ≤ π),
g(x) = 0 ( π ≤ x ≤ π + 3α),

g(x) = - (1/2)(x - π - 3α)2/α (π + 3α ≤ x ≤ π + 4α),
g(x) = - x + π + 7α/2 (π + 4α ≤ x ≤ 3π/2 - α),

g(x) = - M′ + (1/2)(3π/2 - x)2/α (3π/2 - α ≤ x ≤ 3π/2),
g(x) = - M′ + (1/2)(x - 3π/2)2/α (3π/2 ≤ x ≤ 3π/2 + α),

g(x) = - 2π + x + 7α/2 (3π/2 + α ≤ x ≤ 2π - 4α),
g(x) = - (1/2)(2π - x - 3α)2/α (2π - 4α ≤ x ≤ 2π - 3α), 
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g(x) = 0 (2π - 3α ≤ x ≤ 2π).
Докажем  правильность именно  такого
определения  функции  g(x),  в  котором
промежуточные точки

3α, 4α, π/2 - α, π/2, π/2 + α, π - 4α, π - 3α, π, π +
3α, π + 4α, 3π/2 - α, 3π/2, 3π/2 + α, 2π - 4α, 2π - 3α 
деления отрезка [0, 2π] включены по два раза
каждая, и тем самым докажем непрерывность
функции  g(x) ввиду  её  кусочной
непрерывности и  поэтому  заведомой
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непрерывности внутри  всех
охватывающих  отрезков,  совместно
составляющих отрезок [0, 2π].  Тем самым
попутно  очевидным  образом  будет  доказана
правильность определения  и  непрерывность
промежуточных  функций  ψ(x)  и χ(x),
являющихся  сужениями  итоговой  функции
g(x) по  областям  определения и  по
промежуточным  точкам  деления
соответствующих областей определения. 
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Для  этого  определим  и  сопоставим
соответствующие  односторонние пределы
функции  g(x) в  указанных  промежуточных
точках деления отрезка [0, 2π]:

limx→3α-0g(x) = limx→3α-00 = 0;
limx→3α+0g(x) = limx→3α+0(1/2)(x - 3α)2/α = 0;

limx→4α-0g(x) = limx→4α-0(1/2)(x - 3α)2/α = α/2 = (π/2 -
M′)/8;

limx→4α+0g(x) = limx→4α+0(x - 7α/2) = α/2 = (π/2
- M′)/8;
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limx→π/2-α-0g(x) = limx→π/2-α-0(x - 7α/2) = π/2 - 9α/2 =
π/2 - 9(π/2 - M′)/8 = 9M′/8 - π/16;

limx→π/2-α+0g(x) = limx→π/2-α+0[M′ - (1/2)(π/2 - x)2/α] =
M′ - α/2 = M′ - (π/2 - M′)/8 = 9M′/8 - π/16;

limx→π/2-0g(x) = limx→π/2-0[M′ - (1/2)(π/2 - x)2/α] = M′;
limx→π/2+0g(x) = limx→π/2+0[M′ - (1/2)(x - π/2)2/α] = M′;
limx→π/2+α-0g(x) = limx→π/2+α-0[M′ - (1/2)(x - π/2)2/α] =

M′ - α/2 = M′ - (π/2 - M′)/8 = 9M′/8 - π/16;
limx→π/2+α+0g(x) = limx→π/2+α+0(π - x - 7α/2) = π/2 -

9α/2 = π/2 - 9(π/2 - M′)/8 = 9M′/8 - π/16;
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limx→π-4α-0g(x) = limx→π-4α-0(π - x - 7α/2) = α/2 = (π/2
- M′)/8;

limx→π-4α+0g(x) = limx→π-4α+0(1/2)(π - x - 3α)2/α = α/2
= (π/2 - M′)/8;

limx→π-3α-0g(x) = limx→π-3α-0(1/2)(π - x - 3α)2/α = 0;
limx→π-3α+0g(x) = limx→π-3α+00 = 0;

limx→π-0g(x) = limx→π-00 = 0;
limx→π+0g(x) = limx→π+00 = 0;

limx→π+3α-0g(x) = limx→π+3α-00 = 0;
limx→π+3α+0g(x) = limx→π+3α+0[- (1/2)(x - π - 3α)2/α] = 0;
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limx→π+4α-0g(x) = limx→π+4α-0[- (1/2)(x - π - 3α)2/α] = -
α/2 = - (π/2 - M′)/8;

limx→π+4α+0g(x) = limx→π+4α+0(- x + π + 7α/2) = - α/2 =
- (π/2 - M′)/8;

limx→3π/2-α-0g(x) = limx→3π/2-α-0(- x + π + 7α/2) = - π/2
+ 9α/2 = - π/2 + 9(π/2 - M′)/8 = - 9M′/8 + π/16;
limx→3π/2-α+0g(x) = limx→3π/2-α+0[- M′ + (1/2)(3π/2 -

x)2/α] = - M′ + α/2 = - M′ + (π/2 - M′)/8 = - 9M′/8 + π/16;
limx→3π/2-0g(x) = limx→3π/2-0[- M′ + (1/2)(3π/2 - x)2/α] = - M′;
limx→3π/2+0g(x) = limx→3π/2+0[- M′ + (1/2)(x - 3π/2)2/α] = - M′;
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limx→3π/2+α-0g(x) = limx→3π/2+α-0[- M′ + (1/2)(x - 3π/2)2/α] = -
M′ + α/2 = - M′ + (π/2 - M′)/8 = - 9M′/8 + π/16;

limx→3π/2+α+0g(x) = limx→3π/2+α+0(- 2π + x + 7α/2) = -
π/2 + 9α/2 = - π/2 + 9(π/2 - M′)/8 = - 9M′/8 + π/16;
limx→2π-4α-0g(x) = limx→2π-4α-0(- 2π + x + 7α/2) = - α/2

= - (π/2 - M′)/8;
limx→2π-4α+0g(x) = limx→2π-4α+0[- (1/2)(2π - x - 3α)2/α]

= - α/2 = - (π/2 - M′)/8;
limx→2π-3α-0g(x) = limx→2π-3α-0[- (1/2)(2π - x - 3α)2/α] =

0;
limx→2π-3α+0g(x) = limx→2π-3α+00 = 0.



Ph. D. & Dr. Sc. LEV GRIGOREVIC GELIMSON: ЭЛЕМЕНТАРНОЕ
ДОКАЗАТЕЛЬСТВО, УТОЧНЕНИЕ, УГЛУБЛЕНИЕ, ОБОБЩЕНИЕ И

РАЗВИТИЕ ОДНОЙ ТЕОРЕМЫ ХАРАЛЬДА БОРА     60  /  511  

Следовательно,  соответствующие
односторонние пределы в  каждой  из
промежуточных точек

3α, 4α, π/2 - α, π/2, π/2 + α, π - 4α, π - 3α, π, π +
3α, π + 4α, 3π/2 - α, 3π/2, 3π/2 + α, 2π - 4α, 2π - 3α 
деления отрезка [0, 2π] попарно равны между 
собой:

limx→3α-0g(x) = 0 = limx→3α+0g(x);
limx→4α-0g(x) = α/2(π/2 - M′)/8 = limx→4α+0g(x);
limx→π/2-α-0g(x) = 9M′/8 - π/16 = limx→π/2-α+0g(x);
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limx→π/2-0g(x) = M′ = limx→π/2+0g(x);
limx→π/2+α-0g(x) = 9M′/8 - π/16 = limx→π/2+α+0g(x);
limx→π-4α-0g(x) = (π/2 - M′)/8 = limx→π-4α+0g(x);

limx→π-3α-0g(x) = 0 = limx→π-3α+0g(x);
limx→π-0g(x) = 0 = limx→π+0g(x);

limx→π+3α-0g(x) = 0 = limx→π+3α+0g(x);
limx→π+4α-0g(x) = - (π/2 - M′)/8 = limx→π+4α+0g(x);

limx→3π/2-α-0g(x) = - 9M′/8 + π/16 = limx→3π/2-α+0g(x);
limx→3π/2-0g(x) = - M′ = limx→3π/2+0g(x);

limx→3π/2+α-0g(x) = - 9M′/8 + π/16 = limx→3π/2+α+0g(x);
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limx→2π-4α-0g(x) = - (π/2 - M′)/8 = limx→2π-4α+0g(x);
limx→2π-3α-0g(x) = 0 = limx→2π-3α+0g(x).

Значит,  функция  g(x) непрерывна и,
следовательно,  интегрируема на  отрезке  [0,
2π].
Теперь  последовательно  проверим
выполнение функцией g(x) условий 1, 2′ и 3.
1. В каждой точке интервала (0, 2π) производная g′
(x) функции  g(x) существует  и  по  абсолютной
величине не превышает единицы:

|g′(x)| ≤ 1 (0 < x < 2π).
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Продифференцируем  функцию g(x) на
всей совокупности отрезков её разбиения:

g′(x) = 0 (0 ≤ x ≤ 3α),
g′(x) = (x - 3α)/α (3α ≤ x ≤ 4α),

g′(x) = 1 (4α ≤ x ≤ π/2 - α),
g′(x) = - (x - π/2)/α (π/2 - α ≤ x ≤ π/2),
g′(x) = - (x - π/2)/α (π/2 ≤ x ≤ π/2 + α),

g′(x) = - 1 (π/2 + α ≤ x ≤ π - 4α),
g′(x) = (- π + x + 3α)/α (π - 4α ≤ x ≤ π - 3α),
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g′(x) = 0 (π - 3α ≤ x ≤ π),
g′(x) = 0 ( π ≤ x ≤ π + 3α),

g′(x) = - (x - π - 3α)/α (π + 3α ≤ x ≤ π + 4α),
g′(x) = - 1 (π + 4α ≤ x ≤ 3π/2 - α),

g′(x) = (x - 3π/2)/α (3π/2 - α ≤ x ≤ 3π/2),
g′(x) = (x - 3π/2)/α (3π/2 ≤ x ≤ 3π/2 + α),

g′(x) = 1 (3π/2 + α ≤ x ≤ 2π - 4α),
g′(x) = - (- 2π + x + 3α)/α (2π - 4α ≤ x ≤ 2π - 3α), 

g′(x) = 0 (2π - 3α ≤ x ≤ 2π).
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Докажем  правильность именно  такого
определения производной g′(x) функции g(x), в
котором промежуточные точки

3α, 4α, π/2 - α, π/2, π/2 + α, π - 4α, π - 3α, π, π +
3α, π + 4α, 3π/2 - α, 3π/2, 3π/2 + α, 2π - 4α, 2π - 3α 
деления отрезка [0, 2π] включены по два раза
каждая, и тем самым докажем непрерывность
производной g′(x) ввиду  её  кусочной
непрерывности и  поэтому  заведомой
непрерывности внутри всех  отрезков,
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совместно составляющих отрезок [0, 2π]. Для
этого  определим  и  сопоставим
соответствующие  односторонние пределы
производной g′(x)  функции g(x) в  указанных
промежуточных  точках  деления  отрезка  [0,
2π]: 

limx→3α-0g′(x) = limx→3α-00 = 0;
limx→3α+0g′(x) = limx→3α+0(x - 3α)/α = 0;
limx→4α-0g′(x) = limx→4α-0(x - 3α)/α = 1;

limx→4α+0g′(x) = limx→4α+01 = 1;
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limx→π/2-α-0g′(x) = limx→π/2-α-01 = 1;
limx→π/2-α+0g′(x) = limx→π/2-α+0[- (x - π/2)/α] = 1;

limx→π/2-0g′(x) = limx→π/2-0[- (x - π/2)/α] = 0;
limx→π/2+0g′(x) = limx→π/2+0[- (x - π/2)/α] = 0;

limx→π/2+α-0g′(x) = limx→π/2+α-0[- (x - π/2)/α] = - 1;
limx→π/2+α+0g′(x) = limx→π/2+α+0(- 1) = - 1;
limx→π-4α-0g′(x) = limx→π-4α-0(- 1) = - 1;

limx→π-4α+0g′(x) = limx→π-4α+0(- π + x + 3α)/α = - 1;
limx→π-3α-0g′(x) = limx→π-3α-0(- π + x + 3α)/α = 0;

limx→π-3α+0g′(x) = limx→π-3α+00 = 0;
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limx→π-0g′(x) = limx→π-00 = 0;
limx→π+0g′(x) = limx→π+00 = 0;

limx→π+3α-0g′(x) = limx→π+3α-00 = 0;
limx→π+3α+0g′(x) = limx→π+3α+0[- (x - π - 3α)/α] = 0;
limx→π+4α-0g′(x) = limx→π+4α-0[- (x - π - 3α)/α] = - 1;

limx→π+4α+0g′(x) = limx→π+4α+0(- 1) = - 1;
limx→3π/2-α-0g′(x) = limx→3π/2-α-0(- 1) = - 1;

limx→3π/2-α+0g′(x) = limx→3π/2-α+0[(x - 3π/2)/α] = - 1;
limx→3π/2-0g′(x) = limx→3π/2-0[(x - 3π/2)/α] = 0;
limx→3π/2+0g′(x) = limx→3π/2+0[(x - 3π/2)/α] = 0;
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limx→3π/2+α-0g′(x) = limx→3π/2+α-0[(x - 3π/2)/α] = 1;
limx→3π/2+α+0g′(x) = limx→3π/2+α+01 = 1;
limx→2π-4α-0g′(x) = limx→2π-4α-01 = 1;

limx→2π-4α+0g′(x) = limx→2π-4α+0[- (- 2π + x + 3α)/α] = 1;
limx→2π-3α-0g′(x) = limx→2π-3α-0[- (- 2π + x + 3α)/α] = 0;

limx→2π-3α+0g′(x) = limx→2π-3α+00 = 0.
Следовательно,  соответствующие
односторонние пределы в  каждой  из
промежуточных точек
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3α, 4α, π/2 - α, π/2, π/2 + α, π - 4α, π - 3α, π, π +
3α, π + 4α, 3π/2 - α, 3π/2, 3π/2 + α, 2π - 4α, 2π - 3α 
деления отрезка [0, 2π]  попарно равны между
собой:

limx→3α-0g′(x) = 0 = limx→3α+0g′(x);
limx→4α-0g′(x) = 1 = limx→4α+0g′(x);

limx→π/2-α-0g′(x) = 1 = limx→π/2-α+0g′(x);
limx→π/2-0g′(x) = 0 = limx→π/2+0g′(x);

limx→π/2+α-0g′(x) = - 1 = limx→π/2+α+0g′(x);
limx→π-4α-0g′(x) = - 1 = limx→π-4α+0g′(x);
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limx→π-3α-0g′(x) = 0 = limx→π-3α+0g′(x);
limx→π-0g′(x) = 0 = limx→π+0g′(x);

limx→π+3α-0g′(x) = 0 = limx→π+3α+0g′(x);
limx→π+4α-0g′(x) = - 1 = limx→π+4α+0g′(x);

limx→3π/2-α-0g′(x) = - 1 = limx→3π/2-α+0g′(x);
limx→3π/2-0g′(x) = 0 = limx→3π/2+0g′(x);

limx→3π/2+α-0g′(x) = 1 = limx→3π/2+α+0g′(x);
limx→2π-4α-0g′(x) = 1 = limx→2π-4α+0g′(x);
limx→2π-3α-0g′(x) = 0 = limx→2π-3α+0g′(x).
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Значит,  функция  g(x) непрерывно
дифференцируема на  отрезке интегрирования
[0, 2π].
Заметим,  что  в  начале  и  в  конце  отрезка
интегрирования  [0,  2π]  производная  g′(x)
функции g(x) принимает нулевые значения, да
и в осуществляющих разбиение этого отрезка
указанных промежуточных точках принимает
значения из множества

{-1, 0, 1}.
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Кроме того, на каждом из указанных отрезков,
совместно  составляющих  отрезок  [0,  2π]
интегрирования,  производная  g′(x)  функции
g(x) линейна и  поэтому  всюду  на  отрезке
интегрирования [0, 2π] принимает значения от
-1 до 1 в обоих случаях включительно, причём
именно  все эти  значения,  то  есть  областью
изменения  производной  g′(x)  функции  g(x)
является отрезок [-1, 1]. В итоге доказано, что
функция g(x) и ее производная g′(x) с превышением
выполняют условия 1.
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Теперь  проверим  выполнение  следующего
условия теоремы.
2′. g(n)(0) = g(n)(2π) (n = 0, 1, 2, ...).
На крайних  составляющих отрезках  отрезка
интегрирования [0,  2π],  примыкающих к его
началу  0  и  к  концу  2π, функция g(x)
тождественно равна нулю.  Следовательно,
тождественно равны нулю, а значит, и  между
собой на  этих  крайних отрезках и  её
производные всех порядков,  в  том  числе  в
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начале 0 и в конце 2π отрезка интегрирования
[0, 2π]. Поэтому и  условие 2′ с  превышением
выполнено функцией g(x) и её  производными
всех натуральных (положительных  целых)
порядков.
Остаётся  проверить  выполнение  функцией
g(x) последнего условия теоремы.
3.  Интеграл функции g(x) на  отрезке  [0,
2π] равен нулю:

∫0
2πg(x)dx = 0.
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Это  может быть  доказано (способ  1)  прямым
последовательным нарастающим вычислением
этого  интеграла функции g(x) на  всех  отрезках,
совместно  составляющих  отрезок  интегрирования
[0,  2π] от  начала  0  до  конца 2π.  Однако
аннулирование указанного  интеграла следует  из
самого алгоритма построения (способ  2)
антисимметричной (относительно  x = π)  функции
g(x) на отрезке [0, 2π]: 

g(x) = χ(x) (0 ≤ x ≤ π),
g(x) = - χ(2π - x) (π ≤ x ≤ 2π). 
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Сразу  видно  (способ  3),  что  при
интегрировании на отрезке [π, 2π] пригодится
замена переменных

2π - x = t,
dx = - dt.

Ввиду  общеизвестных  теорем  об
интегрировании
∫0

2πg(x)dx = ∫0
πg(x)dx + ∫π

2πg(x)dx = ∫0
πχ(x)dx + ∫π

2π[-
χ(2π - x)]dx = ∫0

πχ(x)dx - ∫π
2πχ(2π - x)dx = ∫0

πχ(x)dx
+ ∫π

0χ(t)dt = ∫0
πχ(x)dx - ∫0

πχ(t)dt = 0.
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В  итоге  функция  g(x) непрерывно
дифференцируема на  отрезке [0,  2π]  и
удовлетворяет условиям 1, 2′ и 3. Кроме
того,

M′ = maxx [0,2π]∈ |g(x)| > M,
чем  и  завершается доказательство
теоремы 2.
Следствие. 
Функция 

g1(x) = (M/M′)g(x)
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имеет  наперёд  заданный  максимум
абсолютной величины

M = maxx [0,2π]∈ |g1(x)| (0 ≤ M < π/2)
и  удовлетворяет  условиям  2′,  3  и
усиливающему условие 1 условию 

|g1′(x)| ≤ M/M′ < 1.
Представляет  определённый  интерес
выяснение  зависимости  оценки  для  M от
условий 1 и 2.  В этом направлении докажем
следующие теоремы. 
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Теорема 3. 
Пусть непрерывная на отрезке [0, 2π] функция
f(x) удовлетворяет совокупности условий:
1′. |f′(x)| ≤ c (0 < x < 2π, c ≥ 0).
2. Значения функции  f(x) в начале и в конце
отрезка [0, 2π] равны между собой:

f(0) = f(2π).
3.  Интеграл  функции  f(x) на  отрезке  [0,
2π] равен нулю:

∫0
2πf(x)dx = 0.
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Тогда имеет место неравенство
M ≤ cπ/2,

в  котором  равенство  осуществляется  лишь
при условии

c = 0.
Доказательство. 
Если

c = 0,
то, как видно хотя бы из теоремы Лагранжа о
среднем значении, функция f(x) на отрезке [0, 2π]
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постоянна, причём равна нулю в силу условия
3, то есть

M = 0.
Пусть теперь неотрицательное число c строго
положительно. Функция 

f1(x) = f(x)/c
удовлетворяет условиям 1, 2 и 3. Тогда, обозначив 

M1 = maxx [0,2π]∈ |f1(x)|,
по теореме 1 получаем неравенство 

M1 < π/2.
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Но, как легко видеть, 
M1 = M/c,

так что в этом случае имеет место именно
строгое неравенство

M < cπ/2.
Рассмотрением  обоих  этих  случаев
исчерпывается доказательство теоремы 3. 
Куда  менее  очевидна  и  гораздо  труднее
доказывается следующая теорема. 
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Теорема 4. 
Пусть непрерывная на отрезке [0, 2π] функция
f(x) удовлетворяет  совокупности следующих
условий: 
1.  В  каждой точке  интервала (0,  2π)
производная  f′(x) функции  f(x) существует  и
по  абсолютной  величине  не  превышает
единицы:

|f′(x)| ≤ 1 (0 < x < 2π).
2′′. f(0)f(2π) ≥ 0. 
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3.  Интеграл функции  f(x) на  отрезке  [0,  2π]  равен
нулю:

∫0
2πf(x)dx = 0.

Тогда для
M = maxx [0,2π]∈ |f(x)|

имеет место строгое неравенство
M < 2(21/2 - 1)π.

Доказательство методом от противоречащего.
Допустим,  что  существует  удовлетворяющая  всем
условиям теоремы функция f(x), для которой, тем не
менее,  имеет  место  противоречащее требуемому
нестрогое неравенство 
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M ≥ 2(21/2 - 1)π.
Тогда существует хотя бы одно x0  [0, 2π]∈  такое, что
или f(x0) = M, или f(x0) = - M.
Как и при доказательстве теоремы 1, ограничимся
случаем 

f(x0) = M = maxx [0,2π]∈ |f(x)|.
Можно считать, что имеет место неравенство 

0 ≤ x0 ≤ π.
Если это не так и имеет место неравенство

π < x0 ≤ 2π,
то такой случай сводится к случаю 
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0 ≤ x0 ≤ π
очевидной подстановкой 

t = 2π - x.
Наконец, имеет место неравенство 

M ≤ π.
Действительно, в противоречащем случае 

M > π.
Применяя  теорему  Лагранжа  о  среднем
значении

f(x) - f(x′) = f′(c)(x - x′) [c ∈ (x′, x), x′ < x]
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к функции  f(x) на отрезке [x,  x0]  (0 ≤  x ≤  x0),
ввиду

f′(c) ≤ 1
и

x0 - x ≥ 0
получаем 

M - f(x) = f(x0) - f(x) = f′(c)(x0 - x) ≤ x0 - x
[c ∈ (x, x0), x < x0],

или 
f(x) ≥ x - x0 + M (0 ≤ x ≤ x0).
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Применяя теорему Лагранжа о среднем значении
f(x) - f(x′) = f′(c)(x - x′) [c ∈ (x′, x), x′ < x]

к функции f(x) на отрезке [x0, x] (x0 ≤ x ≤ 2π), ввиду
f′(c) ≥ - 1

и
x - x0 ≥ 0

получаем 
f(x) - M = f(x) - f(x0) = f′(c)(x - x0) ≥ - x + x0

[c ∈ (x0, x), x0 < x],
или 

f(x) ≥ - x + x0 + M (x0 ≤ x ≤ 2π).
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То есть имеет место именно нестрогое неравенство 
f(x) ≥ φ(x),

где 
φ(x) = x - x0 + M (0 ≤ x ≤ x0),

φ(x) = - x + x0 + M (x0 ≤ x ≤ 2π).
Поэтому в противоречащем случае 

M > π
по теореме Лагранжа о среднем значении имело бы
место именно строгое неравенство 

f(x) > φ1(x) (0 ≤ x ≤ 2π),
где 

φ1(x) = x - x0 + π (0 ≤ x ≤ x0),
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φ1(x) = - x + x0 + π (x0 ≤ x ≤ 2π),
а при обозначении 

x(0) = x0

имеем:
∫0

2πφ1(x)dx = ∫0
x(0)φ1(x)dx + ∫x(0)

2πφ1(x)dx =
∫0

x(0)(x - x0 + π)dx + ∫x(0)
2π(- x + x0 + π)dx =

x0
2/2 - x0

2 + πx0 - 2π2 + x0
2/2 + 2πx0 - x0

2 + 2π2 - πx0

= 2πx0 - x0
2 = x0(2π - x0) ≥ 0.

Очевидным  образом  нарушается  условие  3,
поскольку для непрерывных на отрезке [0, 2π]
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функций  f(x)  и  φ1(x) имеет  место  именно
строгое неравенство

f(x) > φ1(x) (0 ≤ x ≤ 2π),
так что

∫0
2πf(x)dx > ∫0

2πφ1(x)dx ≥ 0.
Поэтому доказано нестрогое неравенство 

M ≤ π.
Для x0 имеются две возможности:
A. x0 ≥ M. 
B. 0 ≤ x0 < M.
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Обе эти возможности последовательно приведём к
противоречиям с условиями теоремы.
Пусть вначале имеет место возможность A. x0 ≥ M. 
Тогда, как доказано выше, вместе со  строгим
неравенством

f(x) > φ1(x)
имеет место нестрогое неравенство 

f(x) ≥ φ(x),
где 

φ(x) = x - x0 + M (0 ≤ x ≤ x0),
φ(x) = - x + x0 + M (x0 ≤ x ≤ 2π).
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Но при этом очевидным образом  нарушается
условие 3 теоремы, поскольку 
∫0

2πf(x)dx ≥ ∫0
2πφ(x)dx = ∫0

x(0)φ(x)dx + ∫x(0)
2πφ(x)dx =

∫0
x(0)(x - x0 + M)dx + ∫x(0)

2π(- x + x0 + M)dx = x0
2/2 -

x0
2 + Mx0 - 2π2 + x0

2/2 + 2πx0 - x0
2 + 2πM - Mx0 = -

2π2 + 2πx0 - x0
2 + 2πM = 2πM - π2 - (π - x0)2 ≥ 2πM

- π2 - (π - M)2 = [π(2 + 21/2) - M][M - π(2 - 21/2)] > 0
в соответствии с доказанным неравенством 

M ≤ π
и допущением 

M ≥ 2(21/2 - 1)π.
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Пусть имеет место возможность B. 0 ≤ x0 < M.
Применяя  теорему  Лагранжа  о  среднем
значении

f(x) - f(x′) = f′(c)(x - x′) [c ∈ (x′, x), x′ < x]
к функции f(x) на отрезке [0, x0], получаем

M - f(0) = |M - f(0)| = |f(x0) - f(0)| = |f′(c)||x0 - 0| =
|f′(c)|x0 ≤ x0 < M [c ∈ (0, x0), 0 < x0],

или неравенство
f(0) > 0. 

Тогда в соответствии с условием 2′′
f(2π) ≥ 0.
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Далее, имеет место нестрогое неравенство
f(x) ≥ φ2(x),

где
φ2(x) = x - x0 + M (0 ≤ x ≤ x0),

φ2(x) = - x + x0 + M [x0 ≤ x ≤ (x0 + M)/2 + π],
φ2(x) = x - 2π [(x0 + M)/2 + π ≤ x ≤ 2π].

На  первых двух из  этих  трёх отрезков  это
неравенство уже доказано выше, поскольку на
них имеет место тождественное равенство функций 

φ2(x) ≡ φ(x).



Ph. D. & Dr. Sc. LEV GRIGOREVIC GELIMSON: ЭЛЕМЕНТАРНОЕ
ДОКАЗАТЕЛЬСТВО, УТОЧНЕНИЕ, УГЛУБЛЕНИЕ, ОБОБЩЕНИЕ И

РАЗВИТИЕ ОДНОЙ ТЕОРЕМЫ ХАРАЛЬДА БОРА     97  /  511  

Поэтому  остаётся  доказать требуемое  неравенство
лишь на последнем из этих трёх отрезков. 
Применяя теорему Лагранжа о среднем значении

f(x) - f(x′) = f′(c)(x - x′) [c ∈ (x′, x), x′ < x]
к функции f(x) на отрезке [x, 2π] [(x0 + M)/2 + π ≤ x ≤
2π], ввиду

f′(c) ≤ 1
и

2π - x ≥ 0

получаем 
0 - f(x) ≤ f(2π) - f(x) = f′(c)(2π - x) ≤ 2π - x

[c ∈ (x, 2π), x < 2π],
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или 
f(x) ≥ x - 2π [(x0 + M)/2 + π ≤ x ≤ 2π].

Так что имеет место нестрогое неравенство 
f(x) ≥ φ2(x).

Тогда 
∫0

2πf(x)dx ≥ ∫0
2πφ2(x)dx = ∫0

x(0)φ2(x)dx +
∫x(0)

[x(0)+M]/2+πφ2(x)dx + ∫[x(0)+M]/2+π
2πφ2(x)dx = ∫0

x(0)(x - x0

+ M)dx + ∫x(0)
[x(0)+M]/2+π(- x + x0 + M)dx +

∫[x(0)+M]/2+π
2π(x - 2π)dx = x0

2/2 - x0
2 + Mx0 - [(x0 + M)/2

+ π]2/2 + x0
2/2 + [(x0 + M)/2 + π]x0 - x0

2 + M[(x0 +
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M)/2 + π] - Mx0 + 2π2 - [(x0 + M)/2 + π]2/2 - 4π2 +
2π[(x0 + M)/2 + π] = - [(x0 + M)/2 + π]2 + [(x0 +

M)/2 + π]x0 - x0
2 + M[(x0 + M)/2 + π] - 2π2 + 2π[(x0

+ M)/2 + π] = - x0
2/4 - M2/4 - π2 - Mx0/2 - πx0 - πM

+ x0
2/2 + Mx0/2 + πx0 - x0

2 + Mx0/2 + M2/2 + πM -
2π2 + πx0 + πM + 2π2 = x0

2/4 + M2/4 - π2 - x0
2 +

Mx0/2 + πx0 + πM = M2 - (M - x0)2/2 - (2π - M -
x0)2/4 ≥ M2 - M2/2 - (2π - M)2/4 = [M - 2(21/2 - 1)π]

[21/2M + 2π - M](21/2 + 1)/4 ≥ 0,
причём равенство

∫0
2πf(x)dx = 0
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имеет место лишь при совокупности
трёх условий 

f(x) = φ2(x) (0 ≤ x ≤ 2π),
x0 = 0,

M = 2(21/2 - 1)π.
Но при этом
 f(x) = φ2(x) = - x + 2(21/2 - 1)π (0 ≤ x ≤ 21/2π),

f(x) = φ2(x) = x - 2π (21/2π ≤ x ≤ 2π).
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Эта  кусочно-линейная  функция  непрерывна
на всём отрезке [0, 2π], так как в точке стыка
21/2π обоих отрезков области определения этой
функции
 f(21/2π) = φ2(21/2π) = - 21/2π + 2(21/2 - 1)π = 21/2π - 2π,

f(21/2π) = φ2(21/2π) = 21/2π - 2π,
однако недифференцируем  а   в этой внутренней
для  интервала (0, 2π) точке стыка  21/2π ввиду
различия односторонних производных:

 f′(x) = φ2′(x) = - 1 (0 ≤ x ≤ 21/2π),
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f′(x) = φ2′(x) = 1 (21/2π ≤ x ≤ 2π).
Но при этом очевидным образом  нарушается
условие 1 теоремы: 
1.  В  каждой точке  интервала (0,  2π)
производная  f′(x) функции  f(x) существует и
по  абсолютной  величине  не  превышает
единицы:

|f′(x)| ≤ 1 (0 < x < 2π).
Полученное  противоречие полностью
завершает доказательство теоремы 4.
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Теорема 5. 
Оценки  для  M в  теоремах 3  и  4  не  могут  быть
улучшены.
Доказательство.
Для  теоремы 3 это очевидным образом следует из
теоремы 2.
Для теоремы 4 построим функцию g2(x) в духе идей
построения  функции  g(x) при  доказательстве
теоремы 2. 
Пусть  M –  любое  число  полуотрезка от  0
включительно до 2(21/2 - 1)π исключительно: 

0 ≤ M < 2(21/2 - 1)π.
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Рассмотрим число
M′′ = 2(21/2 - 1)π - 4β + 23/2β - (8/3)β2/π.

Нетрудно  видеть,  что  существует  такое
действительное  число  β,  что  выполнена
совокупность неравенств 

0 < β < 21/2π/4
и 

M < M′′ < 2(21/2 - 1)π.
В  частности,  эта  совокупность  неравенств
выполняется при 

β = [2(21/2 - 1)π - M]/4,
так что 
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M = 2(21/2 - 1)π - 4β.
Проверка выполнения этих неравенств.

0 < β,
поскольку 

M < 2(21/2 - 1)π.
21/2π/4 - β = 21/2π/4 - [2(21/2 - 1)π - M]/4 = [21/2π - 2(21/2 -
1)π + M]/4 = [21/2π - 2π(21/2 - 1) + M]/4 = [21/2π - 21/22π +

2π + M]/4 = [(2 - 21/2)π + M]/4 > 0,
поскольку 

0 ≤ M,
так что

β < 21/2π/4.
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M′′ - M = 2(21/2 - 1)π - 4β + 23/2β - (8/3)β2/π - 2(21/2 - 1)π +
4β = 23/2β - 8β2/(3π) = 2β(21/23π - 8β)/(3π) > 2β(21/23π -

8π21/2/4)/(3π) = 2β(21/2 - 21/22/3) = 23/2β/3 > 0,
поскольку 

0 < β < 21/2π/4,
так что

M < M′′.
2(21/2 - 1)π - M′′ = 2(21/2 - 1)π - [2(21/2 - 1)π - 4β + 23/2β -

(8/3)β2/π] = 2(21/2 - 1)π - 2(21/2 - 1)π + 4β - 23/2β + (8/3)β2/π
= 4β - 23/2β + (8/3)β2/π = 2(2 - 21/2)β + (8/3)β2/π > 0,

так что
M′′ < 2(21/2 - 1)π.
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Тем самым доказано, что выполнена  совокупность
неравенств 

0 < β < 21/2π/4,
M < M′′ < 2(21/2 - 1)π.

Построим на отрезке [0, 2π] функцию
g2(x) = M′′ - x (0 ≤ x ≤ 21/2π - 4β),

g2(x) = 
(1/4)(x + 2β - 21/2π)2/β - π(2 - 21/2) - β + 23/2β - (8/3)β2/π

(21/2π - 4β ≤ x ≤ 21/2π),
g2(x) = x - 2π + 23/2β - (8/3)β2/π (21/2π ≤ x ≤ 2π),

которая  на  отрезке  [0,  2π] непрерывна и
удовлетворяет условиям 1, 2′′ и 3, что и проверим.
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Проверка непрерывности функции  g2(x)  на
отрезке [0, 2π].

g2(x) = M′′ - x (0 ≤ x ≤ 21/2π - 4β),
g2(x) = (1/4)(x + 2β - 21/2π)2/β - π(2 - 21/2) - β + 23/2β -

(8/3)β2/π (21/2π - 4β ≤ x ≤ 21/2π),
g2(x) = x - 2π + 23/2β - (8/3)β2/π

(21/2π ≤ x ≤ 2π),
limx→2^(1/2)π-4β+0[(1/4)(x + 2β - 21/2π)2/β - π(2 - 21/2) - β
+ 23/2β - (8/3)β2/π] = (1/4)(21/2π - 4β + 2β - 21/2π)2/β -
π(2 - 21/2) - β + 23/2β - (8/3)β2/π = (1/4)(- 4β + 2β)2/β
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- π(2 - 21/2) - β + 23/2β - (8/3)β2/π = β - π(2 - 21/2)
- β + 23/2β - (8/3)β2/π = 21/2π - 2π + 23/2β - (8/3)β2/π,

limx→2^(1/2)π-4β-0(M′′ - x) = 2(21/2 - 1)π - 4β + 23/2β
- (8/3)β2/π - 21/2π + 4β = 21/2π - 2π + 23/2β - (8/3)β2/π,

limx→2^(1/2)π-4β+0 g2(x) = limx→2^(1/2)π-4β-0 g2(x);
limx→2^(1/2)π-0[(1/4)(x + 2β - 21/2π)2/β - π(2 - 21/2)

- β + 23/2β - (8/3)β2/π] = (1/4)(21/2π + 2β -
21/2π)2/β - π(2 - 21/2) - β + 23/2β - (8/3)β2/π =

(1/4)(2β)2/β - π(2 - 21/2) - β + 23/2β - (8/3)β2/π =
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β - π(2 - 21/2) - β + 23/2β - (8/3)β2/π = 21/2 π - 2π
+ 23/2β - (8/3)β2/π,

limx→2^(1/2)π+0[x - 2π + 23/2β - (8/3)β2/π] = 21/2π -
2π + 23/2β - (8/3)β2/π,

limx→2^(1/2)π+0 g2(x) = limx→2^(1/2)π-0 g2(x).
Так  что  функция g2(x) непрерывна  на
обоих стыках всех трёх отрезков области
определения,  а  внутри  этих  отрезков
непрерывность этой функции очевидна.
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1.  В  каждой  точке  интервала (0,  2π)
производная g2′(x) функции g2(x) существует и
по  абсолютной  величине  не  превышает
единицы:

|g2′(x)| ≤ 1 (0 < x < 2π).
Проверка.

g2′(x) = -1 (0 ≤ x ≤ 21/2π - 4β),
g2′(x) = (1/2)(x + 2β - 21/2π)/β (21/2π - 4β ≤ x ≤ 21/2π),

g2′(x) = 1 (21/2π ≤ x ≤ 2π).
limx→2^(1/2)π-4β+0(1/2)(x + 2β - 21/2π)/β = (1/2)(21/2π - 4β + 2β -

21/2π)/β = (1/2)(- 4β + 2β)/β = -1 = limx→2^(1/2)π-4β-0(-1),
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limx→2^(1/2)π-0(1/2)(x + 2β - 21/2π)/β = (1/2)(21/2π
+ 2β - 21/2π)/β = (1/2)(2β)/β = 1 =

limx→2^(1/2)π+01,
g2′′(x) = 1/(2β) > 0 (21/2π - 4β ≤ x ≤ 21/2π),

так  что  непрерывная производная g2′(x)
функции  g2(x) строго монотонно
возрастает на  этом  отрезке  от  -1  до  1,
принимая  также  все  промежуточные
значения, то есть условие 1 выполнено.



Ph. D. & Dr. Sc. LEV GRIGOREVIC GELIMSON: ЭЛЕМЕНТАРНОЕ
ДОКАЗАТЕЛЬСТВО, УТОЧНЕНИЕ, УГЛУБЛЕНИЕ, ОБОБЩЕНИЕ И

РАЗВИТИЕ ОДНОЙ ТЕОРЕМЫ ХАРАЛЬДА БОРА     113  /  511  

2′′.  g2(0)g2(2π)  ≥ 0.  Доказательство усиленного
строгого неравенства g2(0)g2(2π) > 0.

g2(x) = M′′ - x (0 ≤ x ≤ 21/2π - 4β),
g2(x) = (1/4)(x + 2β - 21/2π)2/β - π(2 - 21/2) - β + 23/2β -

(8/3)β2/π (21/2π - 4β ≤ x ≤ 21/2π),
g2(x) = x - 2π + 23/2β - (8/3)β2/π (21/2π ≤ x ≤ 2π).

g2(0)g2(2π) = M′′[23/2β - (8/3)β2/π] = 2βM′′[21/2 - (8/3)β/π]
> 2βM′′[21/2 - (8/3)21/2π/(4π)] = 2βM′′[21/2 - (2/3)21/2] =

2βM′′21/2/3 > 0,
поскольку 

0 < β < 21/2π/4,
0 < M < M′′.
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3. Интеграл функции  g2(x) на отрезке [0, 2π] равен
нулю:

∫0
2πg2(x)dx = 0.

g2(x) = M′′ - x = 2(21/2 - 1)π - 4β + 23/2β - (8/3)β2/π - x
(0 ≤ x ≤ 21/2π - 4β),

g2(x) = (1/4)(x + 2β - 21/2π)2/β - π(2 - 21/2) - β + 23/2β -
(8/3)β2/π (21/2π - 4β ≤ x ≤ 21/2π),

g2(x) = x - 2π + 23/2β - (8/3)β2/π (21/2π ≤ x ≤ 2π).
∫0

2πg2(x)dx = ∫0
2^(1/2)π - 4βg2(x)dx + ∫2^(1/2)π - 4β

2^(1/2)πg2(x)dx +
∫2^(1/2)π

2πg2(x)dx.
Для  лучших  упорядоченности  и  обозримости  вычислим
вначале все три интеграла в правой части по отдельности.
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∫0
2^(1/2)π - 4βg2(x)dx = ∫0

2^(1/2)π - 4β[2(21/2 - 1)π - 4β + 23/2β -
(8/3)β2/π - x]dx = (21/2π - 4β)[2(21/2 - 1)π - 4β + 23/2β -

(8/3)β2/π] - (21/2π - 4β)2/2 = 
21/2π[(23/2 - 2)π - 4β + 23/2β - (8/3)β2/π] 

+ 4β[- (23/2 - 2)π + 4β - 23/2β + (8/3)β2/π] - (π - 23/2β)2 = 
(4 - 23/2)π2 - 21/24βπ + 4βπ - (21/28/3)β2

- (23/2 - 2)4βπ + 16β2 - 21/28β2 + 32β3/(3π)
 - π2 + 21/24βπ - 8β2 =

(3 - 23/2)π2 + 4βπ - (21/28/3)β2

- (23/2 - 2)4βπ + 8β2 - 21/28β2 + 32β3/(3π) = 
(3 - 23/2)π2 + (3 - 23/2)4βπ + (1 - 21/24/3)8β2 + 32β3/(3π).
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∫2^(1/2)π - 4β
2^(1/2)πg2(x)dx = ∫2^(1/2)π - 4β

2^(1/2)π[(1/4)(x + 2β -
21/2π)2/β - π(2 - 21/2) - β + 23/2β - (8/3)β2/π]dx =

[(21/2π + 2β - 21/2π)3 - (21/2π - 4β + 2β - 21/2π)3]/(12β) 
+ 4β[- π(2 - 21/2) - β + 23/2β - (8/3)β2/π] =

16β3/(12β) - 4(2 - 21/2)βπ - 4β2 + 23/24β2 - (32/3)β3/π =
4β2/3 - 4(2 - 21/2)βπ - 4β2 + 23/24β2 - (32/3)β3/π =

- 4(2 - 21/2)βπ + 4β2(23/2 - 2/3) - (32/3)β3/π.
∫2^(1/2)π

2πg2(x)dx = ∫2^(1/2)π
2π[x - 2π + 23/2β - (8/3)β2/π]dx =

(4π2 - 2π2)/2 + (2π - 21/2π)[- 2π + 23/2β - (8/3)β2/π] = 
π2 - 2(2 - 21/2)π2 + (21/2 - 1)4βπ - (8/3)(2 - 21/2)β2 = 

(- 3 + 21/2 2)π2 + (21/2 - 1)4βπ - (8/3)(2 - 21/2)β2.
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∫0
2πg2(x)dx = ∫0

2^(1/2)π - 4βg2(x)dx 
+ ∫2^(1/2)π - 4β

2^(1/2)πg2(x)dx 
+ ∫2^(1/2)π

2πg2(x)dx = 
(3 - 23/2)π2 + (3 - 23/2)4βπ + (1 - 21/24/3)8β2 + 32β3/(3π)

- 4(2 - 21/2)βπ + 4β2(23/2 - 2/3) - (32/3)β3/π
+ (- 3 + 21/2 2)π2 + (21/2 - 1)4βπ - (8/3)(2 - 21/2)β2 = 

(3 - 23/2)4βπ + (1 - 21/24/3)8β2

-(2 - 21/2)4βπ + 4β2(23/2 - 2/3)
+ (21/2 - 1)4βπ - (8/3)(2 - 21/2)β2 = 
(3 - 21/22 - 2 + 21/2 + 21/2 - 1)4βπ

+ 8β2(1 - 21/24/3 + 21/2 - 1/3 - 2/3 + 21/2/3)
 = 0.
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Доказательство (при этом M′′ > M) 
maxx [0,2π]∈ |g2(x)| = M′′.

Непрерывно дифференцируемая (односторонне на
концах)  на  отрезке [0,  2π] функция  g2(x) может
иметь  непременно  принимаемые экстремумы или
там  внутри интервала (0,  2π),  где  её  производная
равна нулю, или на концах отрезка [0, 2π]. 
Абсолютная величина |g2(x)|  является  непрерывной
на отрезке [0, 2π] функцией и своими максимумами
может  иметь  либо  абсолютные величины
максимумов функции  g2(x),  либо  абсолютные
величины минимумов функции g2(x). 
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g2(x) = M′′ - x = 2(21/2 - 1)π - 4β + 23/2β - (8/3)β2/π - x
(0 ≤ x ≤ 21/2π - 4β),

g2(x) = (1/4)(x + 2β - 21/2π)2/β - π(2 - 21/2) - β + 23/2β -
(8/3)β2/π (21/2π - 4β ≤ x ≤ 21/2π),

g2(x) = x - 2π + 23/2β - (8/3)β2/π (21/2π ≤ x ≤ 2π).
Значения функции g2(x) на концах отрезка [0, 2π]: 

g2(0) = M′′ = 2(21/2 - 1)π - 4β + 23/2β - (8/3)β2/π > M > 0,
g2(2π) = 23/2β - (8/3)β2/π = 2β(21/23π - 8β)/(3π) > 

2β(21/23π - 21/28π/4)/(3π) = 21/22β/3 > 0,
g2(0) - g2(2π) = 2(21/2 - 1)π - 4β = M > 0,

поскольку (понадобилось и точное значение β) 
0 < β < 21/2π/4, β = [2(21/2 - 1)π - M]/4, 0 < M < M′′.
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Производная g2′(x) функции g2(x) 
g2′(x) = -1 (0 ≤ x ≤ 21/2π - 4β),

g2′(x) = (1/2)(x + 2β - 21/2π)/β (21/2π - 4β ≤ x ≤ 21/2π),
g2′(x) = 1 (21/2π ≤ x ≤ 2π)

равна нулю только при 
x = 21/2π - 2β

на  среднем  из  трёх  отрезков  области  определения
функции g2(x): 

g2(x) = (1/4)(x + 2β - 21/2π)2/β - π(2 - 21/2) - β + 23/2β -
(8/3)β2/π (21/2π - 4β ≤ x ≤ 21/2π),

g2(21/2π - 2β) = (1/4)(21/2π - 2β + 2β - 21/2π)2/β - π(2 - 21/2) -
β + 23/2β - (8/3)β2/π = - (2 - 21/2)π - β + 23/2β - (8/3)β2/π.
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M′′ = 2(21/2 - 1)π - 4β + 23/2β - (8/3)β2/π.
M′′ - g2(21/2π - 2β) = 2(21/2 - 1)π - 4β + (2 - 21/2)π + β =

3(21/2 - 1)π - 3β > 3(21/2 - 1)π - 21/23π/4 = 3π(21/23/4 - 1) > 0.
M′′ + g2(21/2π - 2β) = 2(21/2 - 1)π - 4β + 23/2β - (8/3)β2/π 

- (2 - 21/2)π - β + 23/2β - (8/3)β2/π =
(2 - 21/2)π + (21/24 - 5)β - (8/3)β2/π = 
(2 - 21/2)π + β(21/24 - 5 - 8β/(3π)) >
(2 - 21/2)π + β(21/24 - 5 - 21/22/3) = 

(2 - 21/2)π + β(21/210 - 15)/3 >
(2 - 21/2)π + 21/2π/4(21/210 - 15)/3 = 

π(2 - 21/2 + (20 - 21/215)/12) > 0,
|g2(21/2π - 2β)| < M′′.
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Следовательно, что и требовалось доказать,
maxx [0,2π]∈ |g2(x)| = M′′ > M.

С учётом точного значения 
β = [2(21/2 - 1)π - M]/4,

а не только неравенств,
g2(0) = M′′ = 2(21/2 - 1)π - 4β + 23/2β - (8/3)β2/π = 

2(21/2 - 1)π - 2(21/2 - 1)π + M + 23/2[2(21/2 - 1)π - M]/4 - (8/3)
[2(21/2 - 1)π - M]2/(16π) = 

M + [2(21/2 - 1)π - M]/21/2 - [2(21/2 - 1)π - M]2/(6π),
g2(2π) = [2(21/2 - 1)π - M]/21/2 - [2(21/2 - 1)π - M]2/(6π),

g2(21/2π - 2β) = - (2 - 21/2)π - β + 23/2β - (8/3)β2/π =
(8 - 21/25)π - (21/22 - 1)M/4 - [2(21/2 - 1)π - M]2/(6π).
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Функция же
g3(x) = (M/M′′)g2(x)

имеет  наперёд  заданный  максимум  абсолютной
величины

M = maxx [0,2π]∈ |g3(x)|
и  удовлетворяет  условиям 2′′,  3  и  усиливающему
условие 1 условию 

|g3′(x)| ≤ M/M′′ < 1.
Замечание. 
Для  удобства  приведём  совокупность
последних условий для функции f(x).
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1.  В  каждой  точке  интервала (0,  2π)
производная  f′(x) функции  f(x)
существует и по абсолютной величине не
превышает единицы:

|f′(x)| ≤ 1 (0 < x < 2π).
2′′. f(0)f(2π) ≥ 0. 
3.  Интеграл  функции  f(x) на  отрезке  [0,
2π] равен нулю:

∫0
2πf(x)dx = 0.
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Совокупность  условий 2′′  и  3  вместе  с
условием  1 накладывает  совместные
ограничения  на  отклонение  функции  f(x) от
нулевой  константы.  Поскольку  условие  1
носит  пропорциональный характер,  то  его
роль  вполне  ясна  и  поэтому  нет  смысла  ни
отказываться  от  этого  условия,  ни  изменять
его.  А  раздельные влияния  условий  для
значений  функции  f(x) в  начале  и  в  конце
отрезка [0, 2π] (типа условий 2, 2′ и 2′′) и для
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интеграла функции  f(x) на  отрезке  [0,  2π]
(условие 3) неочевидны и представляют собой
достаточно  интересные предметы
дополнительных исследований.
Соответствующие  выводы  даются
следующими двумя теоремами. 
В  первой  из  этих  двух  теорем  мы
отказываемся  от  условия  для  значений
функции в  начале  и  в  конце  отрезка  [0,  2π]
(типа условий 2, 2′ и 2′′). 
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Теорема 6.
Пусть  непрерывная на  отрезке [0,  2π]
действительная  функция  f(x)
удовлетворяет  совокупности  следующих
условий:
1.  В  каждой точке  интервала (0,  2π)
производная f′(x) функции  f(x) существует  и
по  абсолютной  величине  не  превышает
единицы:

|f′(x)| ≤ 1 (0 < x < 2π).
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3.  Интеграл  функции  f(x) на  отрезке  [0,
2π] равен нулю:

∫0
2πf(x)dx = 0.

Тогда  на  указанном  отрезке  [0,  2π]
абсолютная величина значений функции
f(x) не превышает π, то есть имеет место
неравенство: 

|f(x)| ≤ π (0 ≤ x ≤ 2π).
Доказательство методом от противоречащего. 
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Допустим  противоречащее.  Тогда
существующий и  принимаемый ввиду
непрерывности функции  f(x) максимум  её
абсолютной величины

M = maxx [0,2π]∈ |f(x)| > π.
Поэтому существует хотя бы одно такое

x0  [0, 2π],∈
что или

f(x0) = M,
или 

f(x0) = - M.
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Ограничимся первым случаем 
f(x0) = M,

поскольку второй случай 
f(x0) = - M

сводится  к  первому  случаю  тривиальной
подстановкой

h(x) = - f(x).
Применяя  теорему  Лагранжа  о  среднем
значении

f(x) - f(x′) = f′(c)(x - x′) [c ∈ (x′, x), x′ < x]
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к функции  f(x) на отрезке [x,  x0]  (0 ≤  x ≤  x0),
ввиду

f′(c) ≤ 1
и

x0 - x ≥ 0
получаем 

M - f(x) = f(x0) - f(x) = f′(c)(x0 - x) ≤ x0 - x
[c ∈ (x, x0), x < x0],

или 
f(x) ≥ x - x0 + M (0 ≤ x ≤ x0).
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Применяя  теорему  Лагранжа  о  среднем
значении

f(x) - f(x′) = f′(c)(x - x′) [c ∈ (x′, x), x′ < x]
к функции f(x) на отрезке [x0,  x]  (x0 ≤  x ≤
2π), ввиду

f′(c) ≥ - 1
и

x - x0 ≥ 0
получаем 
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f(x) - M = f(x) - f(x0) = f′(c)(x - x0) ≥ - x + x0

[c ∈ (x0, x), x0 < x],
или 

f(x) ≥ - x + x0 + M (x0 ≤ x ≤ 2π).
Поэтому ввиду принятого допущения 

M > π
по теореме Лагранжа о среднем значении
имело  бы  место  именно  строгое
неравенство 

f(x) > Φ(x),
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где 
Φ(x) = x - x0 + π (0 ≤ x ≤ x0),

Φ(x) = - x + x0 + π (x0 ≤ x ≤ 2π),
а при обозначении 

x(0) = x0

имеем:
∫0

2πΦ(x)dx = ∫0
x(0)Φ(x)dx + ∫x(0)

2πΦ(x)dx = 
∫0

x(0)(x - x0 + π)dx + ∫x(0)
2π(- x + x0 + π)dx = 

x0
2/2 - x0

2 + πx0 - 2π2 + x0
2/2 + 2πx0 - x0

2 + 2π2 - πx0

= 2πx0 - x0
2 = x0(2π - x0) ≥ 0.
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Очевидным  образом  нарушается
условие  3,  поскольку  имеет  место
именно строгое неравенство

f(x) > Φ(x),
так что

∫0
2πf(x)dx > ∫0

2πΦ(x)dx ≥ 0.
Полученное  противоречие
доказывает теорему 6.
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Теорема  7.  Теорема  6 не  может  быть усилена ни
уменьшением постоянной  π,  ни  даже  отказом от
равенства ей в заключении теоремы 6

|f(x)| ≤ π (0 ≤ x ≤ 2π),
при этом отказе заменяемом на

|f(x)| < π (0 ≤ x ≤ 2π).
Это  доказывается любым из двух следующих
контрпримеров функций,  вполне
удовлетворяющих всем условиям теоремы 6:

f(x) = g(x) = π - x (0 ≤ x ≤ 2π),
f(x) = h(x) = - π + x (0 ≤ x ≤ 2π). 
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Проверка выполнения всех условий теоремы 6 функцией
f(x) = g(x) = π - x (0 ≤ x ≤ 2π), M = maxx [0,2π]∈ |f(x)| = π.

1. В  каждой точке  интервала (0, 2π) производная f′
(x) функции  f(x) существует  и  по  абсолютной
величине не превышает единицы:

|f′(x)| ≤ 1 (0 < x < 2π).
f′(x) = - 1, |f′(x)| = 1 (0 < x < 2π).

3.  Интеграл функции  f(x) на  отрезке  [0,  2π]  равен
нулю: ∫0

2πf(x)dx = 0.
∫0

2πf(x)dx = ∫0
2π(π - x)dx = π(2π - 0) - ((2π)2 - 02)/2 = 

2π2 - 2π2 = 0.
f(0) = π, f(2π) = -π, |f(0)| = |f(2π)| = M = maxx [0,2π]∈ |f(x)| = π.
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Проверка выполнения всех условий теоремы 6 функцией
f(x) = h(x) = - π + x (0 ≤ x ≤ 2π), M = maxx [0,2π]∈ |f(x)| = π.

1. В  каждой точке  интервала (0, 2π) производная f′
(x) функции  f(x) существует  и  по  абсолютной
величине не превышает единицы:

|f′(x)| ≤ 1 (0 < x < 2π).
f′(x) = 1, |f′(x)| = 1 (0 < x < 2π).

3.  Интеграл функции  f(x) на  отрезке  [0,  2π]  равен
нулю: ∫0

2πf(x)dx = 0.
∫0

2πf(x)dx = ∫0
2π(- π + x)dx = - π(2π - 0) + ((2π)2 - 02)/2 = 

- 2π2 + 2π2 = 0.
f(0) = -π, f(2π) = π, |f(0)| = |f(2π)| = M = maxx [0,2π]∈ |f(x)| = π.
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Определение.  Множество непременно  всех
элементов,  удовлетворяющих совокупности
условий,  называется  исчерпывающим для
этой совокупности условий.
Пример.  Исчерпывающее множество
контрпримеров,  удовлетворяющих  всем
условиям  теоремы  6 и  требующих  знака
именно нестрогого неравенства

|f(x)| ≤ π
в  её  заключении,  состоит  именно  и  только  из
указанных двух контрпримеров
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g(x) = π - x (0 ≤ x ≤ 2π),
h(x) = - π + x (0 ≤ x ≤ 2π).

Приведённое множество контрпримеров
является  исчерпывающим в том смысле, что
для  любой  функции  f(x),  удовлетворяющей
всем условиям теоремы 6 и  отличающейся от
приведённых  двух  контрпримеров,  в
заключении теоремы 6 по теореме 8 равенство
не достигается, то есть выполняется условие

|f(x)| < π (0 ≤ x ≤ 2π).
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Теорема 8.
Пусть  непрерывная на  отрезке [0,  2π]
действительная  функция  f(x) удовлетворяет
совокупности следующих условий:
1. В  каждой точке  интервала (0, 2π) производная f′
(x) функции  f(x) существует  и  по  абсолютной
величине не превышает единицы:

|f′(x)| ≤ 1 (0 < x < 2π).
3.  Интеграл  функции  f(x) на  отрезке  [0,  2π]
равен нулю:

∫0
2πf(x)dx = 0.
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4. Функция f(x) на отрезке [0, 2π] не совпадает
именно  тождественно ни  с  одной  из  двух
функций

g(x) = π - x (0 ≤ x ≤ 2π),
h(x) = - π + x (0 ≤ x ≤ 2π).

Тогда на указанном отрезке [0, 2π] абсолютная
величина  значений  функции  f(x) строго
меньше π, то есть имеет место неравенство 

|f(x)| < π (0 ≤ x ≤ 2π).
Доказательство методом от противоречащего.
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Допустим противоречащее. Тогда существует такая
удовлетворяющая всем условиям теоремы
отличающаяся от обеих указанных функций π - x и x
- π функция f(x), что существующий и принимаемый
ввиду  непрерывности функции  f(x) максимум  её
абсолютной величины

M = maxx [0,2π]∈ |f(x)| ≥ π.
Поэтому существует хотя бы одно такое

x0  [0, 2π],∈
что или

f(x0) = M,
или 
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f(x0) = - M.
Ограничимся первым случаем 

f(x0) = M,
поскольку второй случай 

f(x0) = - M
сводится  к  первому  случаю  тривиальной
подстановкой

h(x) = - f(x).
Применяя теорему Лагранжа о среднем значении

f(x) - f(x′) = f′(c)(x - x′) [c ∈ (x′, x), x′ < x]
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к функции  f(x) на отрезке [x,  x0]  (0 ≤  x ≤  x0),
ввиду

f′(c) ≤ 1
и

x0 - x ≥ 0
получаем 

M - f(x) = f(x0) - f(x) = f′(c)(x0 - x) ≤ x0 - x
[c ∈ (x, x0), x < x0],

или 
f(x) ≥ x - x0 + M (0 ≤ x ≤ x0).
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Применяя теорему Лагранжа о среднем значении
f(x) - f(x′) = f′(c)(x - x′) [c ∈ (x′, x), x′ < x]

к функции f(x) на отрезке [x0, x] (x0 ≤ x ≤ 2π), ввиду
f′(c) ≥ - 1

и
x - x0 ≥ 0

получаем 
f(x) - M = f(x) - f(x0) = f′(c)(x - x0) ≥ - x + x0

[c ∈ (x0, x), x0 < x],
или 

f(x) ≥ - x + x0 + M (x0 ≤ x ≤ 2π).
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Поэтому  по  теореме  Лагранжа  о  среднем
значении верно именно нестрогое неравенство

f(x) ≥ Φ1(x),
где 

Φ1(x) = x - x0 + M (0 ≤ x ≤ x0),
Φ1(x) = - x + x0 + M (x0 ≤ x ≤ 2π).

А ввиду принятого допущения 
M ≥ π

имеет место именно нестрогое неравенство 
Φ1(x) ≥ Φ(x),



Ph. D. & Dr. Sc. LEV GRIGOREVIC GELIMSON: ЭЛЕМЕНТАРНОЕ
ДОКАЗАТЕЛЬСТВО, УТОЧНЕНИЕ, УГЛУБЛЕНИЕ, ОБОБЩЕНИЕ И

РАЗВИТИЕ ОДНОЙ ТЕОРЕМЫ ХАРАЛЬДА БОРА     148  /  511  

где 
Φ(x) = x - x0 + π (0 ≤ x ≤ x0),

Φ(x) = - x + x0 + π (x0 ≤ x ≤ 2π).
Для функции Φ(x) при обозначении 

x(0) = x0

имеем:
∫0

2πΦ(x)dx = ∫0
x(0)Φ(x)dx + ∫x(0)

2πΦ(x)dx = 
∫0

x(0)(x - x0 + π)dx + ∫x(0)
2π(- x + x0 + π)dx = 

x0
2/2 - x0

2 + πx0 - 2π2 + x0
2/2 + 2πx0 - x0

2 + 2π2 - πx0

= 2πx0 - x0
2 = x0(2π - x0) ≥ 0.
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Ввиду  непрерывности  всех  трёх  функций,
связанных  отношениями  именно  нестрогих
неравенств 

f(x) ≥ Φ1(x) ≥ Φ(x),
для выполнения условия 3 теоремы 8

∫0
2πf(x)dx = 0

необходимо выполнение  именно  в
совокупности следующих трёх условий.
A. Функции f(x)  и  Φ1(x)  именно тождественно
равны  на  отрезке  [0,  2π].  Кроме  того,
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поскольку  функция  f(x)
дифференцируема всюду в интервале  (0,
2π),  то  x0 не  может  быть именно
внутренней точкой  этого  интервала,  в
которой кусочно-линейная функция Φ1(x)
имеет  различные односторонние
производные единицу  слева  и  минус
единицу  справа,  а  может  быть только
одним из его концов 0 и 2π.
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B. Функции Φ1(x) и Φ(x) именно тождественно
равны на отрезке [0, 2π]. Для этого необходимо
и достаточно, чтобы в  нестрогом неравенстве
в принятом допущении 

M ≥ π
осуществлялось именно равенство 

M = π.
C.  В  нестрогом неравенстве для  интеграла
функции Φ(x) на отрезке [0, 2π]

∫0
2πΦ(x)dx = x0(2π - x0) ≥ 0
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осуществляется именно равенство 
∫0

2πΦ(x)dx = x0(2π - x0) = 0.
Для этого вновь необходимо и достаточно
прежнее  условие о  том,  что  x0 не  может
быть именно  внутренней точкой
интервала  (0,  2π),  а  может  быть только
одним из его концов 0 и 2π.
Рассмотрим поочередно обе эти возможности,
которые только и могут осуществиться.
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A. x0 = 0.
Кроме того, 

M = π,
f(x) ≡ Φ1(x) ≡ Φ(x).

Поскольку
Φ(x) = x - x0 + π (0 ≤ x ≤ x0),

Φ(x) = - x + x0 + π (x0 ≤ x ≤ 2π),
то

f(x) = - x + π (0 ≤ x ≤ 2π),
что тождественно равно первому из двух контрпримеров

g(x) = π - x (0 ≤ x ≤ 2π).
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B. x0 = 2π. Кроме того, 
M = π,

f(x) ≡ Φ1(x) ≡ Φ(x).
Поскольку

Φ(x) = x - x0 + π (0 ≤ x ≤ x0),
Φ(x) = - x + x0 + π (x0 ≤ x ≤ 2π),

то
f(x) = x - 2π + π = x - π (0 ≤ x ≤ 2π),

что тождественно равно второму из двух контрпримеров
h(x) = - π + x (0 ≤ x ≤ 2π).

Полученное  противоречие доказывает  отсутствие
любого третьего контрпримера и теорему 8.
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Замечание.  Для  непрерывной на  отрезке [0,  2π] и
дифференцируемой (с  нестрогой доединичностью
абсолютной величины производной  по  условию 1)
внутри этого  отрезка  функции  f(x) с  нулевым
интегралом на  этом  отрезке  (по  условию  3)
последние  три  теоремы 6,  7  и  8  отказались  от
условия  2  равенства значений функции  f(x) на
концах этого  отрезка.  Теорема  6 доказала  именно
нестрогую ограниченность  абсолютной  величины
функции f(x)  числом,  равным π.  Теорема  7 двумя
контрпримерами доказала  невозможность ни
уменьшения этой верхней границы, ни даже замены
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нестрогой ограниченности  на  строгую при
сохранении этой  верхней  границы.  Теорема  8
доказала,  что  эти  два  контрпримера  образуют
именно  исчерпывающее множество всех
контрпримеров, так что при условии 4 исключения
обоих этих  контрпримеров нестрогая
ограниченность  может  быть  заменена  строгой
ограниченностью  при  сохранении этой  верхней
границы.  Однако  остаётся  последний  вопрос  о
возможности  усиления теоремы  8 именно
уменьшением этой  верхней  границы.  Этот  вопрос
решается отрицательно теоремой 9. 
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Теорема 9. Для любого действительного числа
M от  0  включительно до  π исключительно
существует обладающая  равным  именно
этому  числу  M максимумом  абсолютной
величины на отрезке [0,  2π]  непрерывная на
этом  отрезке действительная  функция  f(x),
удовлетворяющая  совокупности следующих
условий:
1.  В  каждой точке  интервала (0,  2π)
производная f′(x) функции  f(x) существует и
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по  абсолютной  величине  не  превышает
единицы:

|f′(x)| ≤ 1 (0 < x < 2π).
3.  Интеграл  функции  f(x) на  отрезке  [0,  2π]
равен нулю:

∫0
2πf(x)dx = 0.

4. Функция f(x) на отрезке [0, 2π] не совпадает
именно  тождественно ни  с  одной  из  двух
функций

g(x) = π - x (0 ≤ x ≤ 2π),
h(x) = - π + x (0 ≤ x ≤ 2π).
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Доказательство.  Дадим  конструктивное
доказательство этой  теоремы  построением
даже двух примеров требуемых функций.
Для  любого действительного  числа M от  0
включительно до  π исключительно умножим
обе части обоих этих контрпримеров на одно и
то  же  строго меньшее единицы
неотрицательное отношение M/π:

f(x) = g(x)M/π = (π - x)M/π (0 ≤ x ≤ 2π),
f(x) = h(x)M/π = (- π + x)M/π (0 ≤ x ≤ 2π). 
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Проверка выполнения всех условий
теоремы 9 функцией

f(x) = g(x)M/π = (π - x)M/π (0 ≤ x ≤ 2π),
maxx [0,2π]∈ |f(x)| = M.

1.  В  каждой точке  интервала (0,  2π)
производная f′(x) функции  f(x)
существует и по абсолютной величине не
превышает единицы:

|f′(x)| ≤ 1 (0 < x < 2π).
f′(x) = - M/π, |f′(x)| = M/π < 1 (0 < x < 2π).
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3.  Интеграл  функции  f(x) на  отрезке  [0,
2π] равен нулю:

∫0
2πf(x)dx = 0.

∫0
2πf(x)dx = ∫0

2π(π - x)(M/π)dx = 
π(2π - 0)M/π - ((2π)2 - 02)(M/π)/2 = 

2π2M/π - 2π2M/π = 0.
f(0) = πM/π = M,

f(2π) = -πM/π = -M,
|f(0)| = |f(2π)| = maxx [0,2π]∈ |f(x)| = M. 
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Проверка выполнения всех условий
теоремы 9 функцией

f(x) = h(x)M/π = (- π + x)M/π (0 ≤ x ≤ 2π),
maxx [0,2π]∈ |f(x)| = M.

1.  В  каждой точке  интервала (0,  2π)
производная f′(x) функции  f(x)
существует и по абсолютной величине не
превышает единицы:

|f′(x)| ≤ 1 (0 < x < 2π).
f′(x) = M/π, |f′(x)| = M/π < 1 (0 < x < 2π).
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3.  Интеграл  функции  f(x) на  отрезке  [0,
2π] равен нулю: ∫0

2πf(x)dx = 0.
∫0

2πf(x)dx = ∫0
2π(- π + x)(M/π)dx = 

- π(2π - 0)M/π + ((2π)2 - 02)(M/π)/2 = 
- 2π2M/π + 2π2M/π = 0.

f(0) = -πM/π = -M,
f(2π) = πM/π = M,

|f(0)| = |f(2π)| = maxx [0,2π]∈ |f(x)| = M.
Тем самым теорема 9 доказана.
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Замечание.  В  теореме  7 были  указаны  два
контрпримера

f(x) = g(x) = π - x (0 ≤ x ≤ 2π),
f(x) = h(x) = - π + x (0 ≤ x ≤ 2π),

не  позволяющие  ослабить  заключение  теоремы  6
даже заменой нестрогого неравенства

|f(x)| ≤ π (0 ≤ x ≤ 2π)
на строгое неравенство

|f(x)| < π (0 ≤ x ≤ 2π).
В  теореме  8 было  доказано,  что  оба этих
контрпримера g(x) и h(x) в совокупности образуют
именно исчерпывающее множество контрпримеров.
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В теореме 9 оба этих контрпримера g(x) и h(x) своим
умножением  на  меньшую  единицы
неотрицательную  постоянную  M/π  дали  два
примера

f(x) = g(x)M/π = (π - x)M/π (0 ≤ x ≤ 2π),
f(x) = h(x)M/π = (- π + x)M/π (0 ≤ x ≤ 2π),

доказавшие  невозможность  ослабить заключение
теоремы  6 именно  уменьшением постоянной,
равной  π.  Однако  остаётся  открытым  вопрос,
конечно или бесконечно множество таких примеров,
а  если  оно  конечно,  то  из  скольких элементов
состоит. На этот вопрос отвечает теорема 10.
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Теорема  10.  Пусть  для  любого действительного
числа M от  0  включительно до  π исключительно
обладающая  равным  именно  этому  числу  M
максимумом  абсолютной  величины на  отрезке  [0,
2π]

maxx [0,2π]∈ |f(x)| = M
непрерывная на  этом  отрезке действительная
функция  f(x) удовлетворяет  совокупности
следующих условий:
1. В  каждой точке  интервала (0, 2π) производная f′
(x) функции  f(x) существует и  по  абсолютной
величине не превышает единицы:
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|f′(x)| ≤ 1 (0 < x < 2π).
3. Интеграл функции f(x) на отрезке [0, 2π] равен нулю:

∫0
2πf(x)dx = 0.

4.  Функция  f(x) на  отрезке  [0,  2π]  не  совпадает
именно тождественно ни с одной из двух функций

g(x) = π - x (0 ≤ x ≤ 2π),
h(x) = - π + x (0 ≤ x ≤ 2π).

Тогда  множество  всех  таких  функций  f(x)
одноэлементно при

M = 0
и бесконечно при

0 < M < π. 
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Доказательство.
Если

M = 0,
то условие

maxx [0,2π]∈ |f(x)| = M
влечёт тождественное аннулирование функции f(x), 

f(x) = 0 (0 ≤ x ≤ 2π),
так  что  при  нулевом M оба приведённых  в
предыдущей теореме 9 примера

f(x) = g(x)M/π = (π - x)M/π (0 ≤ x ≤ 2π),
f(x) = h(x)M/π = (- π + x)M/π (0 ≤ x ≤ 2π)
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тождественно аннулируются и  совпадают между
собой,  что  видно  и  непосредственно,  и  поэтому
множество всех таких функций действительно
одноэлементно.
Пусть теперь

0 < M < π. 
Логична попытка изменения каждого из примеров

f(x) = g(x)M/π = (π - x)M/π (0 ≤ x ≤ 2π),
f(x) = h(x)M/π = (- π + x)M/π (0 ≤ x ≤ 2π)

путём добавления к их правым частям с некоторым
достаточно  малым по  абсолютной  величине
постоянным коэффициентом дифференцируемой на
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отрезке  [0,  2π] функции с  нулевым интегралом на
этом  отрезке,  обращающейся  в  нуль на  обоих
концах и  посредине этого отрезка. Эта достаточная
малость должна обеспечить,  во-первых,  отсутствие
изменения максимума абсолютной  величины
суммарной функции  по  сравнению  с  максимумом
абсолютной  величины одной лишь  функции
соответствующего примера, а во-вторых, отсутствие
превышения единицы абсолютной  величиной
производной этой суммарной функции. Попытаемся
добавить  функцию  asin(x) или bx(x  -  π)(x  -  2π) (с
действительными постоянными a, b).
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Другой логичной, простой и удобной представляется
попытка замены каждого из этих примеров

f(x) = g(x)M/π = (π - x)M/π (0 ≤ x ≤ 2π),
f(x) = h(x)M/π = (- π + x)M/π (0 ≤ x ≤ 2π)

центрально симметричной относительно  точки  (π,
0) с абсциссой  середины π  отрезка интегрирования
[0,  2π] и  поэтому  на  нём  обладающей  именно
нулевым интегралом и гладкой, то есть непрерывно
дифференцируемой, именно строго монотонной (или
возрастающей, или  убывающей)  кусочно-степенной
функцией с теми же, что и в  примере, значениями
на концах и посредине этого отрезка.
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Первый из двух примеров с добавлением asin(x) даёт
f(x) = g(x)M/π + asin(x) = (π - x)M/π + asin(x) (0 ≤ x ≤ 2π).
Непрерывность и  дифференцируемость этой
функции на отрезке [0, 2π] очевидны.
Имеющая  постоянную производную величины (-M/π) и
абсолютной величины M/π на отрезке [0, 2π] функция

g(x)M/π = (π - x)M/π (0 ≤ x ≤ 2π)
достигает  равного  именно  этому  числу  M
максимума абсолютной величины на отрезке [0, 2π]

maxx [0,2π]∈ |g(x)M/π| = maxx [0,2π]∈ |(π - x)M/π| = M
на  обоих концах 0 и 2π этого отрезка, как раз там,
где,  как  и  в  середине π  этого  отрезка  с
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аннулированием функции g(x)M/π, функция asin(x)
аннулируется и  имеет  наибольшую абсолютную
величину |a| производной. Чтобы и сумма  f(x)  этих
двух  функций  имела  именно  тот  же максимум M
абсолютной величины на отрезке [0, 2π]

maxx [0,2π]∈ |f(x)| = maxx [0,2π]∈ |(π - x)M/π + asin(x)| = M,
достаточно,  чтобы  максимум |a| абсолютной
величины |a| производной acos(x) функции asin(x) не
превышал абсолютной  величины M/π  постоянной
производной функции (π - x)M/π, то есть достаточно
выполнение неравенства

|a| ≤ M/π.
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Продолжим  исследование  выполнения
совокупности условий теоремы 10 функцией
f(x) = g(x)M/π + asin(x) = (π - x)M/π + asin(x) (0 ≤ x ≤ 2π).
1. В  каждой точке  интервала (0, 2π) производная f′
(x) функции  f(x) существует и  по  абсолютной
величине не превышает единицы:

|f′(x)| ≤ 1 (0 < x < 2π).
|f′(x)| = |- M/π + acos(x)| ≤ M/π + |a| (0 ≤ x ≤ 2π),

так что для
|f′(x)| ≤ 1 (0 < x < 2π)

достаточно выполнение неравенства 
|a| ≤ 1 - M/π.



Ph. D. & Dr. Sc. LEV GRIGOREVIC GELIMSON: ЭЛЕМЕНТАРНОЕ
ДОКАЗАТЕЛЬСТВО, УТОЧНЕНИЕ, УГЛУБЛЕНИЕ, ОБОБЩЕНИЕ И

РАЗВИТИЕ ОДНОЙ ТЕОРЕМЫ ХАРАЛЬДА БОРА     175  /  511  

3. Интеграл функции f(x) на отрезке [0, 2π] равен нулю:
∫0

2πf(x)dx = 0.
∫0

2πf(x)dx = ∫0
2π(π - x)(M/π)dx + ∫0

2πasin(x)dx = 
2πM - (M/π)(4π2 - 02)/2 + (acos(0) - acos(2π)) = 0 + 0 = 0.
4. Функция f(x) на отрезке [0, 2π] явно не совпадает
именно тождественно ни с одной из двух функций

g(x) = π - x (0 ≤ x ≤ 2π), h(x) = - π + x (0 ≤ x ≤ 2π).
В итоге достаточно объединённое условие

|a| ≤ min{M/π, 1 - M/π},
дающее  множество различных функций  f(x)
мощности континуума.  Такова  и  мощность
множества всех непрерывных функций.



Ph. D. & Dr. Sc. LEV GRIGOREVIC GELIMSON: ЭЛЕМЕНТАРНОЕ
ДОКАЗАТЕЛЬСТВО, УТОЧНЕНИЕ, УГЛУБЛЕНИЕ, ОБОБЩЕНИЕ И

РАЗВИТИЕ ОДНОЙ ТЕОРЕМЫ ХАРАЛЬДА БОРА     176  /  511  

Первый из  двух примеров с добавлением функции
bx(x - π)(x - 2π) даёт

f(x) = g(x)M/π + bx(x - π)(x - 2π) = 
(π - x)M/π + b(x3 - 3πx2 + 2π2x) (0 ≤ x ≤ 2π).

Для  отсутствия даже  локальных экстремумов
непрерывно дифференцируемой функции  f(x)
именно  внутри отрезка  [0,  2π] достаточны
отрицательность там производной
f′(x) = - M/π + b(3x2 - 6πx + 2π2) = - M/π + b[3(x - π)2 - π2]
и поэтому при b ≥ 0

f′(x) < - M/π + 2π2b (0 < x < 2π),
- M/π + 2π2b ≤ 0, 0 ≤ b ≤ M/(2π3),
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а при b < 0
f′(x) ≤ - M/π - π2b (0 < x < 2π),
- M/π - π2b < 0, - M/π3 < b < 0,

так что в итоге 
- M/π3 < b ≤ M/(2π3).

На обоих концах 0 и 2π отрезка [0, 2π] с
f(0) = (π - 0)M/π + 0 = M,

f(2π) = (π - 2π)M/π + 0 = - M
функция f(x) достигает равного именно этому числу
M максимума абсолютной величины на отрезке [0, 2π]

maxx [0,2π]∈ |f(x)| = maxx [0,2π]∈ |g(x)M/π| = 
maxx [0,2π]∈ |(π - x)M/π| = M.
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Продолжим  исследование  выполнения
совокупности условий теоремы 10 функцией

f(x) = (π - x)M/π + b(x3 - 3πx2 + 2π2x) (0 ≤ x ≤ 2π).
1. В  каждой точке  интервала (0, 2π) производная f′
(x) функции  f(x) существует и  по  абсолютной
величине не превышает единицы:

|f′(x)| ≤ 1 (0 < x < 2π).
f′(x) = - M/π + b(3x2 - 6πx + 2π2) = - M/π + b[3(x - π)2 - π2]
и для |f′(x)| ≤ 1 (0 < x < 2π) при 0 ≤ b ≤ M/(2π3)
- M/π - π2b ≤ f′(x) < - M/π + 2π2b ≤ - M/π + 2π2M/(2π3) = 0,

- 1 ≤ - M/π - π2b, M/π + π2b ≤ 1, b ≤ 1/π2 - M/π3, 
 0 ≤ b ≤ min{M/(2π3), 1/π2 - M/π3},



Ph. D. & Dr. Sc. LEV GRIGOREVIC GELIMSON: ЭЛЕМЕНТАРНОЕ
ДОКАЗАТЕЛЬСТВО, УТОЧНЕНИЕ, УГЛУБЛЕНИЕ, ОБОБЩЕНИЕ И

РАЗВИТИЕ ОДНОЙ ТЕОРЕМЫ ХАРАЛЬДА БОРА     179  /  511  

а для |f′(x)| ≤ 1 (0 < x < 2π) при - M/π3 < b < 0
- M/π + 2π2b < f′(x) ≤ - M/π - π2b (0 < x < 2π),

f′(x) ≤ - M/π - π2b < - M/π + π2M/π3 = 0,
- 1 ≤ - M/π + 2π2b, 2π2b ≥ - 1 + M/π, b ≥ - 1/(2π2) +

M/(2π3),
- min{M/π3, 1/(2π2) - M/(2π3)} < b < 0,

так что в итоге достаточно выполнение неравенств 
 - min{M/π3, 1/(2π2) - M/(2π3)} < b ≤ min{M/(2π3), 1/π2 -

M/π3}.
3.  Интеграл функции  f(x) на  отрезке  [0,  2π]  равен
нулю:

∫0
2πf(x)dx = 0.
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∫0
2πf(x)dx = ∫0

2π(π - x)(M/π)dx + ∫0
2πb(x3 - 3πx2 + 2π2x)dx = 

[2πM - (M/π)(4π2 - 02)/2] + b(24π4/4 - 3π23π3/3 +
2π222π2/2) = (2πM - 2πM) + b(4π4 - 8π4 + 4π4) = 0 + 0 = 0.
4. Функция f(x) на отрезке [0, 2π] явно не совпадает
именно тождественно ни с одной из двух функций

g(x) = π - x (0 ≤ x ≤ 2π), h(x) = - π + x (0 ≤ x ≤ 2π).
В итоге достаточно объединённое условие

- min{M/π3, 1/(2π2) - M/(2π3)} < b ≤ min{M/(2π3), 1/π2 -
M/π3},

дающее  множество различных функций  f(x)
мощности континуума.  Такова  и  мощность
множества всех непрерывных функций.
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Остаётся попытка замены первого из примеров 
f(x) = g(x)M/π = (π - x)M/π (0 ≤ x ≤ 2π)

центрально симметричной относительно  точки  (π,  0) с
абсциссой  середины π  отрезка  интегрирования  [0,  2π] и
поэтому на нём обладающей именно нулевым интегралом и
гладкой,  то  есть  непрерывно  дифференцируемой,  именно
строго монотонной (или  возрастающей,  или  убывающей)
кусочно-степенной функцией

f(x) = M - M(x/π)d (0 ≤ x ≤ π, d > 1),
f(x) = - M + M(2 - x/π)d (π ≤ x ≤ 2π, d > 1)

с теми же, что и у функции g(x)M/π, значениями 
f(0) = M, f(π) = 0, f(2π) = - M

на концах и посредине этого отрезка [0, 2π].
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Функция f(x) непрерывна на [0, 2π], поскольку
f(π) = M - M(π/π)d = - M + M(2 - π/π)d = 0.

Производная функции f(x) 
f′(x) = - d(x/π)d-1M/π (0 ≤ x ≤ π, d > 1),

f′(x) = - d(2 - x/π)d-1M/π (π ≤ x ≤ 2π, d > 1)
непрерывна на отрезке [0, 2π], поскольку

f′(π) = - d(π/π)d-1M/π = - d(2 - π/π)d-1M/π = - dM/π,
причём на отрезке  [0, π] строго монотонно убывает
от 0 до этого значения (-dM/π), а на отрезке  [π, 2π]
строго монотонно возрастает от значения (-dM/π) до
0, так что именно это значение (-dM/π) и является
на отрезке [0, 2π] минимумом производной
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minx [0,2π]∈ f′(x) = f′(π) = - dM/π
с максимумом dM/π её абсолютной величины 

maxx [0,2π]∈ |f′(x)| = |f′(π)| = dM/π.
Поэтому сама функция f(x) на отрезке [0, 2π] строго
монотонно убывает от M до (-M), так что именно эти
значения и являются максимумом

maxx [0,2π]∈ f(x) = f(0) = M
и минимумом

minx [0,2π]∈ f(x) = f(2π) = - M
функции  f(x) на  отрезке  [0,  2π] с  максимумом  её
абсолютной величины 

maxx [0,2π]∈ |f(x)| = |f(0)| = |f(2π)| = M.
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Продолжим  исследование  выполнения
совокупности условий теоремы 10 функцией

f(x) = M - M(x/π)d (0 ≤ x ≤ π, d > 1),
f(x) = - M + M(2 - x/π)d (π ≤ x ≤ 2π, d > 1).

1. В  каждой точке  интервала (0, 2π) производная f′
(x) функции  f(x) существует и  по  абсолютной
величине не превышает единицы:

|f′(x)| ≤ 1 (0 < x < 2π). 
f′(x) = - d(x/π)d-1M/π (0 ≤ x ≤ π, d > 1),

f′(x) = - d(2 - x/π)d-1M/π (π ≤ x ≤ 2π, d > 1),
- minx [0,2π]∈ f′(x) = - f′(π) = maxx [0,2π]∈ |f′(x)| = |f′(π)| = dM/π,

dM/π ≤ 1, 1 < d ≤ π/M.
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3.  Интеграл функции  f(x) на  отрезке  [0,  2π]  равен
нулю: ∫0

2πf(x)dx = 0.
∫0

2πf(x)dx = ∫0
π[M - M(x/π)d]dx + ∫π

2π[- M + M(2 - x/π)d]dx
= [πM - πM(π/π)d+1/(d + 1)] + [- (2π - π)M - πM(2 -

2π/π)d+1/(d + 1) + πM(2 - π/π)d+1/(d + 1)] = 
- πM/(d + 1) + πM/(d + 1) = 0.

4. Функция f(x) на отрезке [0, 2π] явно не совпадает
именно тождественно ни с одной из двух функций
g(x) = π - x (0 ≤ x ≤ 2π, d = 1), h(x) = - π + x (0 ≤ x ≤ 2π).

В итоге достаточно условие 1 < d ≤ π/M, дающее множество
различных функций  f(x) мощности континуума.  Такова и
мощность множества всех непрерывных функций.
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Второй из двух примеров с добавлением asin(x) даёт
f(x) = h(x)M/π + asin(x) = (x - π)M/π + asin(x) (0 ≤ x ≤ 2π).
Непрерывность и  дифференцируемость этой
функции на отрезке [0, 2π] очевидны.
Имеющая  постоянную производную величины и
абсолютной величины M/π на отрезке [0, 2π] функция

h(x)M/π = (x - π)M/π (0 ≤ x ≤ 2π)
достигает  равного  именно  этому  числу  M
максимума абсолютной величины на отрезке [0, 2π]

maxx [0,2π]∈ |h(x)M/π| = maxx [0,2π]∈ |(x - π)M/π| = M
на  обоих концах 0 и 2π этого отрезка, как раз там,
где,  как  и  в  середине π  этого  отрезка  с
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аннулированием функции h(x)M/π, функция asin(x)
аннулируется и  имеет  наибольшую абсолютную
величину |a| производной. Чтобы и  сумма f(x)  этих
двух  функций  имела  именно  тот  же максимум M
абсолютной величины на отрезке [0, 2π]

maxx [0,2π]∈ |f(x)| = maxx [0,2π]∈ |(π - x)M/π + asin(x)| = M,
достаточно,  чтобы  максимум |a| абсолютной
величины |a| производной acos(x) функции asin(x) не
превышал  абсолютной  величины M/π  постоянной
производной функции (π - x)M/π, то есть достаточно
выполнение неравенства

|a| ≤ M/π.
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Продолжим  исследование  выполнения
совокупности условий теоремы 10 функцией
f(x) = h(x)M/π + asin(x) = (x - π)M/π + asin(x) (0 ≤ x ≤ 2π).
1. В  каждой точке  интервала (0, 2π) производная f′
(x) функции  f(x) существует и  по  абсолютной
величине не превышает единицы:

|f′(x)| ≤ 1 (0 < x < 2π).
|f′(x)| = |M/π + acos(x)| ≤ M/π + |a| (0 ≤ x ≤ 2π),

так что для
|f′(x)| ≤ 1 (0 < x < 2π)

достаточно выполнение неравенства 
|a| ≤ 1 - M/π.
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3. Интеграл функции f(x) на отрезке [0, 2π] равен нулю:
∫0

2πf(x)dx = 0.
∫0

2πf(x)dx = ∫0
2π(x - π)(M/π)dx + ∫0

2πasin(x)dx = 
(M/π)(4π2 - 02)/2 - 2πM + (acos(0) - acos(2π)) = 0 + 0 = 0.
4. Функция f(x) на отрезке [0, 2π] явно не совпадает
именно тождественно ни с одной из двух функций

g(x) = π - x (0 ≤ x ≤ 2π), h(x) = - π + x (0 ≤ x ≤ 2π).
В итоге достаточно объединённое условие

|a| ≤ min{M/π, 1 - M/π},
дающее  множество различных функций  f(x)
мощности континуума.  Такова  и  мощность
множества всех непрерывных функций.
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Второй из  двух примеров с  добавлением функции
bx(x - π)(x - 2π) даёт

f(x) = h(x)M/π + bx(x - π)(x - 2π) = 
(x - π)M/π + b(x3 - 3πx2 + 2π2x) (0 ≤ x ≤ 2π).

Для  отсутствия даже  локальных экстремумов
непрерывно дифференцируемой функции  f(x)
именно  внутри отрезка  [0,  2π] достаточны
положительность там производной
f′(x) = M/π + b(3x2 - 6πx + 2π2) = M/π + b[3(x - π)2 - π2]

и поэтому при b ≥ 0
f′(x) ≥ M/π - π2b > 0 (0 < x < 2π),

0 ≤ b < M/π3,
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а при b < 0
f′(x) > M/π + 2π2b ≥ 0 (0 < x < 2π),

- M/(2π3) ≤ b < 0,
так что в итоге 

- M/(2π3) ≤ b < M/π3.
На обоих концах 0 и 2π отрезка [0, 2π] с

f(0) = (0 - π)M/π + 0 = - M,
f(2π) = (2π - π)M/π + 0 = M

функция f(x) достигает равного именно этому числу
M максимума абсолютной величины на отрезке [0, 2π]

maxx [0,2π]∈ |f(x)| = maxx [0,2π]∈ |h(x)M/π| = 
maxx [0,2π]∈ |(π - x)M/π| = M.
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Продолжим  исследование  выполнения
совокупности условий теоремы 10 функцией

f(x) = (x - π)M/π + b(x3 - 3πx2 + 2π2x) (0 ≤ x ≤ 2π).
1. В  каждой точке  интервала (0, 2π) производная f′
(x) функции  f(x) существует и  по  абсолютной
величине не превышает единицы:

|f′(x)| ≤ 1 (0 < x < 2π).
f′(x) = M/π + b(3x2 - 6πx + 2π2) = M/π + b[3(x - π)2 - π2]

и поэтому для |f′(x)| ≤ 1 (0 < x < 2π) при 0 ≤ b < M/π3

M/π - π2b ≤ f′(x) < M/π + 2π2b ≤ 1,
M/π + 2π2b ≤ 1, b ≤ 1/(2π2) - M/(2π3), 

 достаточно 0 ≤ b < min{M/π3, 1/(2π2) - M/(2π3)},
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а для |f′(x)| ≤ 1 (0 < x < 2π) при -M/(2π3) ≤ b < 0
M/π + 2π2b < f′(x) ≤ M/π - π2b (0 < x < 2π),

f′(x) ≤ M/π - π2b ≤ 1,
M/π - π2b ≤ 1, π2b ≥ - 1 + M/π,

b ≥ - 1/π2 + M/π3,
- min{M/(2π3), 1/π2 - M/π3} ≤ b < 0,

так что в итоге достаточно выполнение неравенств 
- min{M/(2π3), 1/π2 - M/π3} ≤ b < min{M/π3, 1/(2π2) -

M/(2π3)}.
 3. Интеграл функции f(x) на отрезке [0, 2π] равен

нулю:
∫0

2πf(x)dx = 0.
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∫0
2πf(x)dx = ∫0

2π(x - π)(M/π)dx + ∫0
2πb(x3 - 3πx2 + 2π2x)dx = 

[(M/π)(4π2 - 02)/2 - 2πM] + b(24π4/4 - 3π23π3/3 +
2π222π2/2) = (2πM - 2πM) + b(4π4 - 8π4 + 4π4) = 0 + 0 = 0.
4. Функция f(x) на отрезке [0, 2π] явно не совпадает
именно тождественно ни с одной из двух функций

g(x) = π - x (0 ≤ x ≤ 2π), h(x) = - π + x (0 ≤ x ≤ 2π).
В итоге достаточно объединённое условие

- min{M/(2π3), 1/π2 - M/π3} ≤ b < min{M/π3, 1/(2π2) -
M/(2π3)},

дающее  множество различных функций  f(x)
мощности континуума.  Такова  и  мощность
множества всех непрерывных функций.
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Остаётся попытка замены второго из примеров 
f(x) = h(x)M/π = (x - π)M/π (0 ≤ x ≤ 2π)

центрально симметричной относительно  точки  (π,
0) с абсциссой  середины π  отрезка интегрирования
[0,  2π] и  поэтому  на  нём  обладающей  именно
нулевым интегралом и гладкой, то есть непрерывно
дифференцируемой, именно строго монотонной (или
возрастающей, или  убывающей)  кусочно-степенной
функцией

f(x) = - M + M(x/π)d (0 ≤ x ≤ π, d > 1),
f(x) = M - M(2 - x/π)d (π ≤ x ≤ 2π, d > 1)

с теми же, что и у функции h(x)M/π, значениями 
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f(0) = - M, f(π) = 0, f(2π) = M
на концах и посредине этого отрезка [0, 2π].
Функция f(x) непрерывна на [0, 2π], поскольку

f(π) = - M + M(π/π)d = M - M(2 - π/π)d = 0.
Производная функции f(x) 

f′(x) = d(x/π)d-1M/π (0 ≤ x ≤ π, d > 1),
f′(x) = d(2 - x/π)d-1M/π (π ≤ x ≤ 2π, d > 1)

непрерывна на отрезке [0, 2π], поскольку
f′(π) = d(π/π)d-1M/π = d(2 - π/π)d-1M/π = dM/π,

причём  на  отрезке  [0,  π] строго монотонно
возрастает от 0 до этого значения dM/π, а на отрезке
[π, 2π] строго монотонно убывает от значения dM/π
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до  0,  так  что  именно  это  значение dM/π и
является  на  отрезке  [0,  2π] максимумом и
производной

maxx [0,2π]∈ f′(x) = f′(π) = dM/π,
и её абсолютной величины 

maxx [0,2π]∈ |f′(x)| = |f′(π)| = dM/π.
Поэтому сама функция  f(x) на отрезке  [0, 2π]
строго монотонно возрастает от (-M) до M, так
что  именно  эти  значения  и  являются
минимумом
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minx [0,2π]∈ f(x) = f(0) = - M
и максимумом

maxx [0,2π]∈ f(x) = f(2π) = M
функции f(x) на отрезке  [0, 2π] с максимумом
её абсолютной величины 

maxx [0,2π]∈ |f(x)| = |f(0)| = |f(2π)| = M.
Продолжим  исследование  выполнения
совокупности условий теоремы 10 функцией

f(x) = - M + M(x/π)d (0 ≤ x ≤ π, d > 1),
f(x) = M - M(2 - x/π)d (π ≤ x ≤ 2π, d > 1).
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1.  В  каждой точке  интервала (0,  2π)
производная f′(x) функции  f(x) существует и
по  абсолютной  величине  не  превышает
единицы:

|f′(x)| ≤ 1 (0 < x < 2π). 
f′(x) = d(x/π)d-1M/π (0 ≤ x ≤ π, d > 1),

f′(x) = d(2 - x/π)d-1M/π (π ≤ x ≤ 2π, d > 1),
maxx [0,2π]∈ f′(x) = f′(π) = maxx [0,2π]∈ |f′(x)| = |f′(π)| =

dM/π,
dM/π ≤ 1, 1 < d ≤ π/M.
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3.  Интеграл функции  f(x) на отрезке
[0, 2π] равен нулю:

∫0
2πf(x)dx = 0.

∫0
2πf(x)dx = ∫0

π[- M + M(x/π)d]dx + ∫π
2π[M -

M(2 - x/π)d]dx = [- πM + πM(π/π)d+1/(d +
1)] + [(2π - π)M + πM(2 - 2π/π)d+1/(d + 1)

- πM(2 - π/π)d+1/(d + 1)] = 
πM/(d + 1) - πM/(d + 1) = 0.
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4.  Функция  f(x) на  отрезке  [0,  2π] явно не
совпадает именно тождественно ни с одной из
двух функций

g(x) = π - x (0 ≤ x ≤ 2π),
h(x) = - π + x (0 ≤ x ≤ 2π, d = 1).

В  итоге  достаточно условие 1  <  d  ≤  π/M,
дающее  множество различных функций  f(x)
мощности континуума.  Такова  и  мощность
множества всех непрерывных функций.
Тем самым теорема 10 доказана полностью.
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Замечание. Остаётся исследовать влияние отказа от
условия 3 об аннулировании интеграла функции f(x)
на отрезке [0, 2π]. 
Однако  тогда  нужно  воспрепятствовать
возможности  прибавления  к  функции  f(x) или
вычитания  из  неё  постоянной,  абсолютная
величина которой может быть сделана сколь угодно
большой. 
С этой целью  вместо условия 2 зададим, причём в
общей форме, лишь одно из  значений функции f(x),
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да ещё и без указания, в какой именно точке отрезка
[0, 2π] это значение принимается функцией f(x).

Теорема  11.  Пусть  непрерывная на
отрезке [0,  2π]  действительная  функция
f(x) удовлетворяет  совокупности
следующих условий: 
1.  В  каждой  точке  интервала (0,  2π)
производная  f′(x) функции  f(x)
существует и по абсолютной величине не
превышает единицы:
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|f′(x)| ≤ 1 (0 < x < 2π).
2′′′. В одной из точек отрезка [0, 2π] функция
f(x) принимает значение V.
Тогда на указанном отрезке  [0,  2π]  значения
функции f(x) отклоняются от этого значения V
не более чем на 2π в каждую из обеих сторон
(вниз  и  вверх),  то  есть  имеет  место  двойное
неравенство: 

V - 2π ≤ f(x) ≤ V + 2π (0 ≤ x ≤ 2π),
или, равносильно, 
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|f(x) - V| ≤ 2π (0 ≤ x ≤ 2π).
Доказательство. 
По условию 2′′′ существует хотя бы одно такое

x0  [0, 2π],∈
что

f(x0) = V.
Применяя  теорему  Лагранжа  о  среднем
значении

f(x) - f(x′) = f′(c)(x - x′) [c ∈ (x′, x), x′ < x]
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к функции  f(x) на отрезке [x,  x0]  (0 ≤  x ≤  x0),
ввиду

f′(c) ≤ 1
и

x0 - x ≥ 0
получаем 

V - f(x) = f(x0) - f(x) = f′(c)(x0 - x) ≤ x0 - x
[c ∈ (x, x0), x < x0],

или 
f(x) ≥ x - x0 + V (0 ≤ x ≤ x0).
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Применяя  теорему  Лагранжа  о  среднем
значении

f(x) - f(x′) = f′(c)(x - x′) [c ∈ (x′, x), x′ < x]
к функции  f(x) на отрезке [x,  x0]  (0 ≤  x ≤  x0),
ввиду

f′(c) ≥ - 1
и

x0 - x ≥ 0
получаем 

V - f(x) = f(x0) - f(x) = f′(c)(x0 - x) f′(c) ≥ x - x0

[c ∈ (x, x0), x < x0],
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или 
f(x) ≤ x0 - x + V (0 ≤ x ≤ x0).

Применяя  теорему  Лагранжа  о  среднем
значении

f(x) - f(x′) = f′(c)(x - x′) [c ∈ (x′, x), x′ < x]
к функции  f(x) на отрезке [x0,  x]  (x0 ≤  x ≤ 2π),
ввиду

f′(c) ≤ 1
и

x - x0 ≥ 0
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получаем 
f(x) - V = f(x) - f(x0) = f′(c)(x - x0) ≤ x - x0

[c ∈ (x0, x), x0 < x],
или 

f(x) ≤ x - x0 + V (x0 ≤ x ≤ 2π).
Применяя  теорему  Лагранжа  о  среднем
значении

f(x) - f(x′) = f′(c)(x - x′) [c ∈ (x′, x), x′ < x]
к функции  f(x) на отрезке [x0,  x]  (x0 ≤  x ≤ 2π),
ввиду
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f′(c) ≥ - 1
и

x - x0 ≥ 0
получаем 

f(x) - V = f(x) - f(x0) = f′(c)(x - x0) ≥ - x + x0

[c ∈ (x0, x), x0 < x],
или 

f(x) ≥ - x + x0 + V (x0 ≤ x ≤ 2π).
Поэтому имеют место двойные неравенства 

x - x0 ≤ f(x) - V ≤ x0 - x (0 ≤ x ≤ x0), 
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- x + x0 ≤ f(x) - V ≤ x - x0 (x0 ≤ x ≤ 2π).
Следовательно,

|f(x) - V| ≤ |x - x0| (0 ≤ x ≤ 2π).
Поскольку

x  [0, 2π]∈
и

x0  [0, 2π],∈
то

|x - x0| ≤ 2π - 0 = 2π (0 ≤ x ≤ 2π).
В итоге 
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|f(x) - V| ≤ |x - x0| ≤ 2π (0 ≤ x ≤ 2π), 
|f(x) - V| ≤ 2π (0 ≤ x ≤ 2π), 

V - 2π ≤ f(x) ≤ V + 2π (0 ≤ x ≤ 2π),
что и требовалось доказать теоремой 11.
Теорема 12. Теорема 11 не может быть усилена
ни  уменьшением постоянной  2π,  ни  даже
отказом от  равенства ей  в  заключении
теоремы 11

|f(x) - V| ≤ 2π (0 ≤ x ≤ 2π),
 при этом заменяемом на
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|f(x) - V| < 2π (0 ≤ x ≤ 2π).
Это  доказывается  любым  из  четырёх
следующих  контрпримеров функций,  вполне
удовлетворяющих всем условиям теоремы 11:

f(x) = g(x) = - x + V (0 ≤ x ≤ 2π),
f(x) = G(x) = x + V (0 ≤ x ≤ 2π),

f(x) = h(x) = - x + 2π + V (0 ≤ x ≤ 2π),
f(x) = H(x) = x - 2π + V (0 ≤ x ≤ 2π).



Ph. D. & Dr. Sc. LEV GRIGOREVIC GELIMSON: ЭЛЕМЕНТАРНОЕ
ДОКАЗАТЕЛЬСТВО, УТОЧНЕНИЕ, УГЛУБЛЕНИЕ, ОБОБЩЕНИЕ И

РАЗВИТИЕ ОДНОЙ ТЕОРЕМЫ ХАРАЛЬДА БОРА     214  /  511  

Эти  контрпримеры  основываются  на  двух
необходимых и  в  совокупности достаточных
условиях: 
A.  Производная f′(x) функции  f(x)  всюду
на отрезке [0, 2π]  постоянна и равна или
+1, или -1.
B.  Точка  x0,  в  которой  функция
принимает  заданное  значение  V,
располагается или в  начале 0 отрезка [0,
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2π], или в конце 2π отрезка [0, 2π], чтобы
обеспечить возможность равенства 

|x - x0| = 2π
путём  выбора  x в  противоположном
относительно точки x0 конце отрезка [0,
2π].
Замечание.  Исчерпывающее множество
контрпримеров,  удовлетворяющих  всем
условиям  теоремы  12 и  требующих  знака
именно нестрогого неравенства
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|f(x) - V| ≤ 2π
в  её  заключении,  состоит  именно  и  только  из
указанных четырёх контрпримеров

f(x) = g(x) = - x + V (0 ≤ x ≤ 2π),
f(x) = G(x) = x + V (0 ≤ x ≤ 2π),

f(x) = h(x) = - x + 2π + V (0 ≤ x ≤ 2π),
f(x) = H(x) = x - 2π + V (0 ≤ x ≤ 2π).

Приведённое множество контрпримеров
является  исчерпывающим в том смысле,
что  для  любой  функции  f(x),
удовлетворяющей  всем  условиям
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теоремы  12 и  отличающейся от
приведённых  четырёх контрпримеров,  в
заключении  теоремы  12 равенство не
достигается, то есть выполняется условие

|f(x) - V| < 2π (0 ≤ x ≤ 2π).
Проверка выполнения всех условий

теоремы 12 функцией
f(x) = g(x) = - x + V (0 ≤ x ≤ 2π).
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1.  В  каждой точке  интервала (0,  2π)
производная f′(x) функции  f(x)
существует и по абсолютной величине не
превышает единицы:

|f′(x)| ≤ 1 (0 < x < 2π).
f′(x) = - 1, |f′(x)| = 1 (0 < x < 2π).

2′′′. В одной из точек отрезка  [0, 2π] функция
f(x) принимает значение V.

f(0) = V.
Имеет место двойное неравенство:
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V - 2π ≤ f(x) ≤ V + 2π (0 ≤ x ≤ 2π),
или, равносильно,

|f(x) - V| ≤ 2π (0 ≤ x ≤ 2π).
f(0) = V, f(2π) = - 2π + V, 

V - 2π ≤ f(x) ≤ V (0 ≤ x ≤ 2π), 
- 2π ≤ f(x) - V ≤ 0 (0 ≤ x ≤ 2π).

Проверка выполнения всех условий
теоремы 12 функцией

f(x) = G(x) = x + V (0 ≤ x ≤ 2π).
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1.  В  каждой точке  интервала (0,  2π)
производная f′(x) функции  f(x)
существует и по абсолютной величине не
превышает единицы:

|f′(x)| ≤ 1 (0 < x < 2π).
f′(x) = 1, |f′(x)| = 1 (0 < x < 2π).

2′′′. В одной из точек отрезка  [0, 2π] функция
f(x) принимает значение V.

f(0) = V.
Имеет место двойное неравенство:
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V - 2π ≤ f(x) ≤ V + 2π (0 ≤ x ≤ 2π),
или, равносильно, 

|f(x) - V| ≤ 2π (0 ≤ x ≤ 2π).
f(0) = V, f(2π) = 2π + V, 

V ≤ f(x) ≤ V + 2π (0 ≤ x ≤ 2π), 
0 ≤ f(x) - V ≤ 2π (0 ≤ x ≤ 2π).

Проверка выполнения всех условий
теоремы 12 функцией

f(x) = h(x) = - x + 2π + V (0 ≤ x ≤ 2π).
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1.  В  каждой точке  интервала (0,  2π)
производная f′(x) функции  f(x)
существует и по абсолютной величине не
превышает единицы:

|f′(x)| ≤ 1 (0 < x < 2π).
f′(x) = - 1, |f′(x)| = 1 (0 < x < 2π).

2′′′. В одной из точек отрезка  [0, 2π] функция
f(x) принимает значение V.

f(2π) = V.
Имеет место двойное неравенство:
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V - 2π ≤ f(x) ≤ V + 2π (0 ≤ x ≤ 2π),
или, равносильно, 

|f(x) - V| ≤ 2π (0 ≤ x ≤ 2π).
f(0) = 2π + V, f(2π) = V, 

V ≤ f(x) ≤ V + 2π (0 ≤ x ≤ 2π), 
0 ≤ f(x) - V ≤ 2π (0 ≤ x ≤ 2π).

Проверка выполнения всех условий
теоремы 12 функцией

f(x) = H(x) = x - 2π + V (0 ≤ x ≤ 2π).
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1.  В  каждой точке  интервала (0,  2π)
производная f′(x) функции  f(x)
существует и по абсолютной величине не
превышает единицы:

|f′(x)| ≤ 1 (0 < x < 2π).
f′(x) = 1, |f′(x)| = 1 (0 < x < 2π).

2′′′. В одной из точек отрезка  [0, 2π] функция
f(x) принимает значение V.

f(2π) = V.
Имеет место двойное неравенство:
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V - 2π ≤ f(x) ≤ V + 2π (0 ≤ x ≤ 2π),
или, равносильно, 

|f(x) - V| ≤ 2π (0 ≤ x ≤ 2π).
f(0) = V - 2π, f(2π) = V, 

V - 2π ≤ f(x) ≤ V (0 ≤ x ≤ 2π), 
- 2π ≤ f(x) - V ≤ 0 (0 ≤ x ≤ 2π),

что и требовалось доказать теоремой 12.
Теорема 13.
Пусть  непрерывная на  отрезке [0,  2π]
действительная  функция  f(x) удовлетворяет
совокупности следующих условий:



Ph. D. & Dr. Sc. LEV GRIGOREVIC GELIMSON: ЭЛЕМЕНТАРНОЕ
ДОКАЗАТЕЛЬСТВО, УТОЧНЕНИЕ, УГЛУБЛЕНИЕ, ОБОБЩЕНИЕ И

РАЗВИТИЕ ОДНОЙ ТЕОРЕМЫ ХАРАЛЬДА БОРА     226  /  511  

1.  В  каждой точке  интервала (0,  2π)
производная f′(x) функции  f(x) существует  и
по  абсолютной  величине  не  превышает
единицы: |f′(x)| ≤ 1 (0 < x < 2π).
2′′′. В одной из точек отрезка [0, 2π] функция
f(x) принимает значение V.
4′. Функция f(x) на отрезке [0, 2π] не совпадает
именно  тождественно ни с  одной из  четырёх
функций

g(x) = - x + V (0 ≤ x ≤ 2π),
G(x) = x + V (0 ≤ x ≤ 2π),
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h(x) = - x + 2π + V (0 ≤ x ≤ 2π),
H(x) = x - 2π + V (0 ≤ x ≤ 2π).

Тогда на указанном отрезке [0, 2π] абсолютная
величина  значений  функции  f(x) -  V строго
меньше 2π, то есть имеет место неравенство 

|f(x) - V| < 2π (0 ≤ x ≤ 2π).
Доказательство методом от противоречащего.
Допустим  противоречащее.  Тогда
существует такая удовлетворяющая всем
условиям теоремы отличающаяся от всех
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четырёх указанных функций g(x), G(x),
h(x) и H(x) функция  f(x),  что
существующий и  принимаемый ввиду
непрерывности функции f(x) - V максимум
её абсолютной величины

M = maxx [0,2π]∈ |f(x) - V| ≥ 2π.
По условию 2′′′ существует хотя бы одно такое

x0  [0, 2π],∈
что

f(x0) = V.
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Теоремой  11 посредством  четырёхкратного
применения  теоремы  Лагранжа  о  среднем
значении доказано следующее.
Имеют место двойные неравенства 

x - x0 ≤ f(x) - V ≤ x0 - x (0 ≤ x ≤ x0), 
- x + x0 ≤ f(x) - V ≤ x - x0 (x0 ≤ x ≤ 2π).

Следовательно,
|f(x) - V| ≤ |x - x0| (0 ≤ x ≤ 2π).

Поскольку
x  [0, 2π]∈

и
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x0  [0, 2π]∈ ,
то

|x - x0| ≤ 2π - 0 = 2π (0 ≤ x ≤ 2π).
В итоге

|f(x) - V| ≤ |x - x0| ≤ 2π (0 ≤ x ≤ 2π), 
|f(x) - V| ≤ 2π (0 ≤ x ≤ 2π), 

V - 2π ≤ f(x) ≤ V + 2π (0 ≤ x ≤ 2π).

А  по  допущению противоречащего
существует такая удовлетворяющая всем
условиям теоремы отличающаяся от всех
четырёх указанных функций g(x), G(x),
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h(x) и H(x) функция  f(x),  что
существующий и  принимаемый ввиду
непрерывности функции  f(x)  -  V
максимум её абсолютной величины

M = maxx [0,2π]∈ |f(x) - V| ≥ 2π.
Сопоставление  этого  нестрогого неравенства  с
доказанным неравенством

|f(x) - V| ≤ 2π (0 ≤ x ≤ 2π) 
необходимо даёт именно и только равенство

M = maxx [0,2π]∈ |f(x) - V| = 2π
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в том нестрогом неравенстве.
Поэтому необходимо существует хотя бы одно такое

x1  [0, 2π]∈ ,
что для пары (f(x1), V) есть только две возможности: или

f(x1) - V = 2π,
или 

f(x1) - V = - 2π.
Кроме того,

|f(x) - V| ≤ |x - x0| ≤ 2π (0 ≤ x ≤ 2π), 
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так что, в частности, эти верные для любого x
 [0,  2π]∈  нестрогие неравенства верны и для

x1:
|f(x1) - V| ≤ |x1 - x0| ≤ 2π, 

причём  по  условию  существования именно
такого x1 в обоих этих нестрогих неравенствах
имеют место именно равенства:

|f(x1) - f(x0)| = |f(x1) - V| = |x1 - x0| = 2π. 
Поскольку

x0  [0, 2π]∈ ,
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x1  [0, 2π]∈ ,
то

|x1 - x0| ≤ 2π - 0 = 2π (0 ≤ x ≤ 2π).
В итоге и для упорядоченной пары (x0, x1)
есть только две возможности: или

(x0, x1) = (0, 2π),
или 

(x0, x1) = (2π, 0).
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Рассмотрим по порядку 4 случая A,  B,  C,
D всевозможных сочетаний  этих  обеих
пар возможностей:
A. x0 = 0, x1 = 2π, 
f(x1) - f(x0) = f(x1) - V = - 2π.
B. x0 = 0, x1 = 2π, f(x1) - f(x0) = f(x1) - V = 2π.
C. x0 = 2π, x1 = 0, f(x1) - f(x0) = f(x1) - V = 2π.
D. x0 = 2π, x1 = 0,
f(x1) - f(x0) = f(x1) - V = - 2π.



Ph. D. & Dr. Sc. LEV GRIGOREVIC GELIMSON: ЭЛЕМЕНТАРНОЕ
ДОКАЗАТЕЛЬСТВО, УТОЧНЕНИЕ, УГЛУБЛЕНИЕ, ОБОБЩЕНИЕ И

РАЗВИТИЕ ОДНОЙ ТЕОРЕМЫ ХАРАЛЬДА БОРА     236  /  511  

A. x0 = 0, x1 = 2π, 
f(x1) - f(x0) = f(x1) - V = - 2π.

Докажем, что для этого необходимо и
достаточно

f(x) = g(x) = - x + V (0 ≤ x ≤ 2π).
Имеем

f(x0) = f(0) = V,
f(x1) = f(2π) = V - 2π.
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Применяя теорему Лагранжа о среднем значении
f(x) - f(x′) = f′(c)(x - x′) [c ∈ (x′, x), x′ < x]

к функции f(x) на отрезке [0, x] (0 ≤ x ≤ 2π), ввиду
f′(c) ≥ - 1

и
x ≥ 0

получаем 
f(x) - f(0) = f′(c)(x - 0) ≥ - x

[c ∈ (0, x), 0 < x],
f(x) ≥ - x + f(0) (0 ≤ x ≤ 2π).

Ввиду f(0) = V
f(x) ≥ - x + V (0 ≤ x ≤ 2π).
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Применяя теорему Лагранжа о среднем значении
f(x) - f(x′) = f′(c)(x - x′) [c ∈ (x′, x), x′ < x]

к функции f(x) на отрезке [x, 2π] (0 ≤ x ≤ 2π), ввиду
f′(c) ≥ - 1

и
2π - x ≥ 0

получаем 
f(2π) - f(x) = f′(c)(2π - x) ≥ - (2π - x) = x - 2π 

[c ∈ (x, 2π), x < 2π],
f(x) ≤ - x + 2π + f(2π) (0 ≤ x ≤ 2π).

Ввиду f(2π) = V - 2π
f(x) ≤ - x + V (0 ≤ x ≤ 2π).
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Полученная  совокупность  двух  нестрогих
неравенств

f(x) ≥ - x + V (0 ≤ x ≤ 2π),
f(x) ≤ - x + V (0 ≤ x ≤ 2π)

влечёт требуемое тождество
f(x) = g(x) = - x + V (0 ≤ x ≤ 2π).

Обратно, из этого тождества следуют
f(0) = V, x0 = 0,

f(2π) = V - 2π, x1 = 2π,
f(x1) - f(x0) = f(x1) - V = - 2π,

A. x0 = 0, x1 = 2π, f(x1) - f(x0) = f(x1) - V = - 2π.
Требуемые необходимость и достаточность доказаны.
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B. x0 = 0, x1 = 2π, 
f(x1) - f(x0) = f(x1) - V = 2π.

Докажем, что для этого необходимо и
достаточно

f(x) = G(x) = x + V (0 ≤ x ≤ 2π).
Имеем

f(x0) = f(0) = V,
f(x1) = f(2π) = V + 2π.
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Применяя теорему Лагранжа о среднем значении
f(x) - f(x′) = f′(c)(x - x′) [c  (x′, x), x′ < x]∈

к функции f(x) на отрезке [0, x] (0 ≤ x ≤ 2π), ввиду
f′(c) ≤ 1

и
x ≥ 0

получаем 
f(x) - f(0) = f′(c)(x - 0) ≤ x

[c  (∈ 0, x), 0 < x],
f(x) ≤ x + f(0) (0 ≤ x ≤ 2π).

Ввиду f(0) = V
f(x) ≤ x + V (0 ≤ x ≤ 2π).
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Применяя теорему Лагранжа о среднем значении
f(x) - f(x′) = f′(c)(x - x′) [c  (x′, x), x′ < x]∈

к функции f(x) на отрезке [x, 2π] (0 ≤ x ≤ 2π), ввиду
f′(c) ≤ 1

и
2π - x ≥ 0

получаем 
f(2π) - f(x) = f′(c)(2π - x) ≤ 2π - x

[c  (∈ x, 2π), x < 2π],
f(x) ≥ x - 2π + f(2π) (0 ≤ x ≤ 2π).

Ввиду f(2π) = V + 2π
f(x) ≥ x + V (0 ≤ x ≤ 2π).
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Полученная  совокупность  двух  нестрогих
неравенств

f(x) ≤ x + V (0 ≤ x ≤ 2π),
f(x) ≥ x + V (0 ≤ x ≤ 2π)

влечёт требуемое тождество
f(x) = G(x) = x + V (0 ≤ x ≤ 2π).

Обратно, из этого тождества следуют
f(0) = V, x0 = 0,

f(2π) = V + 2π, x1 = 2π,
f(x1) - f(x0) = f(x1) - V = 2π,

B. x0 = 0, x1 = 2π, f(x1) - f(x0) = f(x1) - V = 2π.
Требуемые необходимость и достаточность доказаны.
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C. x0 = 2π, x1 = 0, 
f(x1) - f(x0) = f(x1) - V = 2π.

Докажем, что для этого необходимо и
достаточно

f(x) = h(x) = - x + 2π + V (0 ≤ x ≤ 2π).
Имеем

f(x0) = f(2π) = V,
f(x1) = f(0) = V + 2π.
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Применяя теорему Лагранжа о среднем значении
f(x) - f(x′) = f′(c)(x - x′) [c  (x′, x), x′ < x]∈

к функции f(x) на отрезке [0, x] (0 ≤ x ≤ 2π), ввиду
f′(c) ≥ - 1

и
x ≥ 0

получаем 
f(x) - f(0) = f′(c)(x - 0) ≥ - x

[c  (∈ 0, x), 0 < x],
f(x) ≥ - x + f(0) (0 ≤ x ≤ 2π).

Ввиду f(0) = V + 2π
f(x) ≥ - x + 2π + V (0 ≤ x ≤ 2π).



Ph. D. & Dr. Sc. LEV GRIGOREVIC GELIMSON: ЭЛЕМЕНТАРНОЕ
ДОКАЗАТЕЛЬСТВО, УТОЧНЕНИЕ, УГЛУБЛЕНИЕ, ОБОБЩЕНИЕ И

РАЗВИТИЕ ОДНОЙ ТЕОРЕМЫ ХАРАЛЬДА БОРА     246  /  511  

Применяя теорему Лагранжа о среднем значении
f(x) - f(x′) = f′(c)(x - x′) [c  (x′, x), x′ < x]∈

к функции f(x) на отрезке [x, 2π] (0 ≤ x ≤ 2π), ввиду
f′(c) ≥ - 1

и
2π - x ≥ 0

получаем 
f(2π) - f(x) = f′(c)(2π - x) ≥ - (2π - x) = x - 2π 

[c  (∈ x, 2π), x < 2π],
f(x) ≤ - x + 2π + f(2π) (0 ≤ x ≤ 2π).

Ввиду f(2π) = V
f(x) ≤ - x + 2π + V (0 ≤ x ≤ 2π).
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Полученная  совокупность  двух  нестрогих
неравенств

f(x) ≥ - x + 2π + V (0 ≤ x ≤ 2π),
f(x) ≤ - x + 2π + V (0 ≤ x ≤ 2π)

влечёт требуемое тождество
f(x) = h(x) = - x + 2π + V (0 ≤ x ≤ 2π).

Обратно, из этого тождества следуют
f(0) = V + 2π, x1 = 0,

f(2π) = V, x0 = 2π,
f(x1) - f(x0) = f(x1) - V = - 2π,

C. x0 = 2π, x1 = 0, f(x1) - f(x0) = f(x1) - V = 2π.
Требуемые необходимость и достаточность доказаны.
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D. x0 = 2π, x1 = 0, 
f(x1) - f(x0) = f(x1) - V = - 2π.

Докажем, что для этого необходимо и
достаточно

f(x) = H(x) = x - 2π + V (0 ≤ x ≤ 2π).
Имеем

f(x0) = f(2π) = V,
f(x1) = f(0) = V - 2π.
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Применяя теорему Лагранжа о среднем значении
f(x) - f(x′) = f′(c)(x - x′) [c  (x′, x), x′ < x]∈

к функции f(x) на отрезке [0, x] (0 ≤ x ≤ 2π), ввиду
f′(c) ≤ 1

и
x ≥ 0

получаем 
f(x) - f(0) = f′(c)(x - 0) ≤ x

[c  (∈ 0, x), 0 < x],
f(x) ≤ x + f(0) (0 ≤ x ≤ 2π).

Ввиду f(0) = V - 2π
f(x) ≤ x - 2π + V (0 ≤ x ≤ 2π).
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Применяя теорему Лагранжа о среднем значении
f(x) - f(x′) = f′(c)(x - x′) [c  (x′, x), x′ < x]∈

к функции f(x) на отрезке [x, 2π] (0 ≤ x ≤ 2π), ввиду
f′(c) ≤ 1

и
2π - x ≥ 0

получаем 
f(2π) - f(x) = f′(c)(2π - x) ≤ 2π - x

[c  (∈ x, 2π), x < 2π],
f(x) ≥ x - 2π + f(2π) (0 ≤ x ≤ 2π).

Ввиду f(2π) = V
f(x) ≥ x - 2π + V (0 ≤ x ≤ 2π).
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Полученная  совокупность  двух  нестрогих
неравенств

f(x) ≤ x - 2π + V (0 ≤ x ≤ 2π),
f(x) ≥ x - 2π + V (0 ≤ x ≤ 2π)

влечёт требуемое тождество
f(x) = H(x) = x - 2π + V (0 ≤ x ≤ 2π).

Обратно, из этого тождества следуют
f(0) = V - 2π, x1 = 0,
f(2π) = V, x0 = 2π,

f(x1) - f(x0) = f(x1) - V = - 2π,
D. x0 = 2π, x1 = 0, f(x1) - f(x0) = f(x1) - V = - 2π.

Требуемые необходимость и достаточность доказаны.
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Следовательно,  допущение  существования  такой
удовлетворяющей всем условиям теоремы
отличающейся от всех четырёх указанных функций
g(x), G(x), h(x) и H(x) функции  f(x),  что
существующий и  принимаемый ввиду
непрерывности функции  f(x)  -  V максимум  её
абсолютной величины

M = maxx [0,2π]∈ |f(x) - V| ≥ 2π,
привело к тому, что такая функция  f(x) на  отрезке
[0, 2π]  необходимо тождественно совпадает с  одной
из  этих четырёх функций,  то  есть  привело к
противоречию, которое и доказывает теорему 13.
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Замечание.  Для  непрерывной на  отрезке [0,
2π] и  дифференцируемой (с  доединичностью
абсолютной  величины производной  по
условию 1) внутри этого отрезка функции f(x)
последние три теоремы 11, 12 и 13 отказались
и от условия 2  равенства значений функции
f(x) на  концах этого отрезка, и от условия 3 о
нулевом интеграле функции  f(x) на  этом
отрезке  и  ограничились  весьма  слабым
условием  2′′′  о  том,  что  в  одной  из  точек
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отрезка  [0,  2π] функция  f(x) принимает
значение  V.  Теорема  11 доказала  именно
нестрогую ограниченность  абсолютной
величины функции  f(x)  -  V числом,  равным
2π.  Теорема  12 четырьмя контрпримерами
доказала  невозможность ни  уменьшения этой
верхней границы, ни даже замены  нестрогой
ограниченности  на  строгую при  сохранении
этой верхней границы.  Теорема 13 доказала,
что  эти  четыре контрпримера  образуют
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именно  исчерпывающее множество всех
контрпримеров,  так  что  при  условии  4′
исключения  всех четырёх этих
контрпримеров нестрогая ограниченность
может  быть  заменена  строгой
ограниченностью  при  сохранении этой
верхней границы. Однако остаётся последний
вопрос  о  возможности  усиления теоремы  13
именно  уменьшением этой верхней границы.
Этот вопрос решается отрицательно теоремой 14.
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Теорема 14.  Для  любого действительного числа M
от 0 включительно до 2π исключительно существует
обладающая  равным  именно  этому  числу  M
максимумом  на  отрезке  [0,  2π] абсолютной
величины |f(x)  -  V| отклонения  от  заданного
значения V непрерывная на  этом  отрезке
действительная  функция  f(x), удовлетворяющая
совокупности следующих условий:
1. В  каждой точке  интервала (0, 2π) производная f′
(x) функции  f(x) существует и  по  абсолютной
величине не превышает единицы:

|f′(x)| ≤ 1 (0 < x < 2π).
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2′′′.  В  одной  из  точек  отрезка  [0,  2π]
функция f(x) принимает значение V.
4′.  Функция  f(x) на  отрезке  [0,  2π]  не
совпадает именно  тождественно ни  с
одной из четырёх функций

g(x) = - x + V (0 ≤ x ≤ 2π),
G(x) = x + V (0 ≤ x ≤ 2π),

h(x) = - x + 2π + V (0 ≤ x ≤ 2π),
H(x) = x - 2π + V (0 ≤ x ≤ 2π).
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Замечание.  Для  тождества любых  двух
многочленов необходимы  и  достаточны
попарные равенства именно  всех
соответствующих  коэффициентов  при
одинаковых  степенях  независимой
переменной.  Поэтому  для  выполнения
условия 4′  достаточно исключить равенства
единице и минус единице коэффициентов
при x, что и будет выполнено.
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Доказательство.  Дадим  конструктивное
доказательство этой  теоремы  построением даже
четырёх примеров требуемых функций.
Для  любого действительного  числа M от  0
включительно до  2π исключительно умножим
разности  f(x) -  V для  всех четырёх контрпримеров
на  одно  и  то  же  строго  меньшее  единицы
неотрицательное отношение M/(2π):

g1(x) = - xM/(2π) + V (0 ≤ x ≤ 2π),
G1(x) = xM/(2π) + V (0 ≤ x ≤ 2π),

h1(x) = - xM/(2π) + M + V (0 ≤ x ≤ 2π),
H1(x) = xM/(2π) - M + V (0 ≤ x ≤ 2π).
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Проверка выполнения всех условий теоремы 14 функцией
f(x) = g1(x) = - xM/(2π) + V (0 ≤ x ≤ 2π).

1. В  каждой точке  интервала (0, 2π) производная f′
(x) функции  f(x) существует  и  по  абсолютной
величине не превышает единицы:

|f′(x)| ≤ 1 (0 < x < 2π).
f′(x) = - M/(2π), |f′(x)| = M/(2π) < 1 (0 < x < 2π).

2′′′.  В одной из точек отрезка  [0,  2π] функция  f(x)
принимает значение V.

f(0) = g1(0) = V.
f(2π) = g1(2π) = - 2πM/(2π) + V = - M + V,

maxx [0,2π]∈ |f(x) - V| = |f(2π) - V| = |- M + V - V| = M.



Ph. D. & Dr. Sc. LEV GRIGOREVIC GELIMSON: ЭЛЕМЕНТАРНОЕ
ДОКАЗАТЕЛЬСТВО, УТОЧНЕНИЕ, УГЛУБЛЕНИЕ, ОБОБЩЕНИЕ И

РАЗВИТИЕ ОДНОЙ ТЕОРЕМЫ ХАРАЛЬДА БОРА     261  /  511  

Проверка выполнения всех условий теоремы 14 функцией
f(x) = G1(x) = xM/(2π) + V (0 ≤ x ≤ 2π).

1. В  каждой точке  интервала (0, 2π) производная f′
(x) функции  f(x) существует  и  по  абсолютной
величине не превышает единицы:

|f′(x)| ≤ 1 (0 < x < 2π).
f′(x) = M/(2π), |f′(x)| = M/(2π) < 1 (0 < x < 2π).

2′′′.  В одной из точек отрезка  [0,  2π] функция  f(x)
принимает значение V.

f(0) = G1(0) = V.
f(2π) = G1(2π) = 2πM/(2π) + V = M + V,

maxx [0,2π]∈ |f(x) - V| = |f(2π) - V| = |M + V - V| = M.
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Проверка выполнения всех условий теоремы 14 функцией
f(x) = h1(x) = - xM/(2π) + M + V (0 ≤ x ≤ 2π).

1. В  каждой точке  интервала (0, 2π) производная f′
(x) функции  f(x) существует  и  по  абсолютной
величине не превышает единицы:

|f′(x)| ≤ 1 (0 < x < 2π).
f′(x) = - M/(2π), |f′(x)| = M/(2π) < 1 (0 < x < 2π).

2′′′.  В одной из точек отрезка  [0,  2π] функция  f(x)
принимает значение V.

f(2π) = h1(2π) = - 2πM/(2π) + M + V = V.
f(0) = h1(0) = - 0M/(2π) + M + V = M + V,

maxx [0,2π]∈ |f(x) - V| = |f(0) - V| = |M + V - V| = M.
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Проверка выполнения всех условий теоремы 14 функцией
f(x) = H1(x) = xM/(2π) - M + V (0 ≤ x ≤ 2π).

1.  В  каждой точке  интервала (0,  2π) производная f′(x)
функции  f(x) существует  и  по  абсолютной  величине  не
превышает единицы:

|f′(x)| ≤ 1 (0 < x < 2π).
f′(x) = M/(2π), |f′(x)| = M/(2π) < 1 (0 < x < 2π).

2′′′.  В одной из точек отрезка  [0,  2π] функция  f(x)
принимает значение V.

f(2π) = h1(2π) = 2πM/(2π) - M + V = V.
f(0) = h1(0) = 0M/(2π) - M + V = - M + V,

maxx [0,2π]∈ |f(x) - V| = |f(0) - V| = |- M + V - V| = M.
Тем самым теорема 14 доказана.
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Замечание.  В  теореме  12 были  указаны  четыре
контрпримера

f(x) = g(x) = - x + V (0 ≤ x ≤ 2π),
f(x) = G(x) = x + V (0 ≤ x ≤ 2π),

f(x) = h(x) = - x + 2π + V (0 ≤ x ≤ 2π),
f(x) = H(x) = x - 2π + V (0 ≤ x ≤ 2π),

не  позволяющие ослабить заключение  теоремы 11
даже заменой нестрогого неравенства

|f(x) - V| ≤ 2π (0 ≤ x ≤ 2π)
на строгое неравенство

|f(x) - V| < 2π (0 ≤ x ≤ 2π).
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В  теореме  13 было  доказано,  что  четыре этих
контрпримера в  совокупности  образуют  именно
исчерпывающее множество контрпримеров.  В
теореме 14 четыре этих контрпримера умножением
разности  f(x)  -  V на  строго  меньшую  единицы
неотрицательную  постоянную  M/(2π)  дали  четыре
примера

g1(x) = - xM/(2π) + V (0 ≤ x ≤ 2π),
G1(x) = xM/(2π) + V (0 ≤ x ≤ 2π),

h1(x) = - xM/(2π) + M + V (0 ≤ x ≤ 2π),
H1(x) = xM/(2π) - M + V (0 ≤ x ≤ 2π),
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доказавшие  невозможность  ослабить заключение
теоремы  11 именно  уменьшением постоянной,
равной  2π.  Однако  остаётся  открытым  вопрос,
конечно или бесконечно множество таких примеров,
а  если  оно  конечно,  то  из  скольких элементов
состоит. На этот вопрос отвечает теорема 15. 
Теорема  15.  Пусть  для  любого действительного
числа M от 0  включительно до 2π исключительно
обладающая  равным  именно  этому  числу  M
максимумом  на  отрезке  [0,  2π] абсолютной
величины |f(x)  -  V| отклонения  от  заданного
значения V
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maxx [0,2π]∈ |f(x) - V| = M
непрерывная на  этом  отрезке действительная
функция  f(x) удовлетворяет  совокупности
следующих условий:
1.  В  каждой точке  интервала (0,  2π)
производная f′(x) функции  f(x) существует и
по  абсолютной  величине  не  превышает
единицы:

|f′(x)| ≤ 1 (0 < x < 2π).
2′′′. В одной из точек отрезка  [0, 2π] функция
f(x) принимает значение V.
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4′.  Функция  f(x) на  отрезке  [0,  2π]  не  совпадает
именно  тождественно ни  с  одной  из  четырёх
функций

g(x) = - x + V (0 ≤ x ≤ 2π),
G(x) = x + V (0 ≤ x ≤ 2π),

h(x) = - x + 2π + V (0 ≤ x ≤ 2π),
H(x) = x - 2π + V (0 ≤ x ≤ 2π).

Тогда  множество  всех  таких  функций  f(x)
одноэлементно при

M = 0
и бесконечно при

0 < M < 2π. 
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Доказательство.
Если

M = 0,
то условие

maxx [0,2π]∈ |f(x) - V| = 0
влечёт  тождественное равенство функции  f(x)
заданному значению V

f(x) = V (0 ≤ x ≤ 2π),
так  что  при  нулевом M четыре приведённых  в
предыдущей теореме 14 примера функций

g1(x) = - xM/(2π) + V (0 ≤ x ≤ 2π),
G1(x) = xM/(2π) + V (0 ≤ x ≤ 2π),
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h1(x) = - xM/(2π) + M + V (0 ≤ x ≤ 2π),
H1(x) = xM/(2π) - M + V (0 ≤ x ≤ 2π)

тождественно равны заданному  значению V и
совпадают между  собой,  что  видно  и
непосредственно,  и  поэтому  множество всех таких
функций действительно одноэлементно.
Пусть теперь

0 < M < 2π. 
Логична попытка  изменения каждого  из  четырёх
примеров

g1(x) = - xM/(2π) + V (0 ≤ x ≤ 2π),
G1(x) = xM/(2π) + V (0 ≤ x ≤ 2π),
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h1(x) = - xM/(2π) + M + V (0 ≤ x ≤ 2π),
H1(x) = xM/(2π) - M + V (0 ≤ x ≤ 2π)

путём добавления к их правым частям с некоторым
достаточно  малым  по  абсолютной  величине
постоянным коэффициентом дифференцируемой на
отрезке  [0,  2π] функции с  нулевым интегралом на
этом  отрезке,  обращающейся  в  нуль на  обоих
концах и  посредине этого  отрезка.  Аннулирование
этих  интеграла,  о  чём  в  условиях  теоремы  нет  и
речи, и значения посредине отрезка [0, 2π] теперь не
является необходимостью, однако весьма полезно и
при  этом  вполне  достаточно для  теоремы.  Эта
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достаточная  малость должна  обеспечить,  во-
первых,  отсутствие увеличения максимума
абсолютной величины суммарной функции по
сравнению  с  максимумом абсолютной  величины
одной лишь  функции  соответствующего
примера,  а  во-вторых,  отсутствие превышения
единицы абсолютной величиной производной
этой  суммарной функции.  Попытаемся
добавить функцию asin(x) или bx(x - π)(x - 2π)
(с действительными постоянными a, b).
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Другой логичной, простой и весьма удобной представляется
попытка замены добавки к этому значению V в каждом из
этих четырёх примеров

g1(x) = - xM/(2π) + V (0 ≤ x ≤ 2π),
G1(x) = xM/(2π) + V (0 ≤ x ≤ 2π),

h1(x) = - xM/(2π) + M + V (0 ≤ x ≤ 2π),
H1(x) = xM/(2π) - M + V (0 ≤ x ≤ 2π)

центрально симметричной относительно  точки  с
абсциссой  середины  π  отрезка  [0,  2π] и  на  нём
гладкой,  то  есть  непрерывно  дифференцируемой,
именно строго монотонной (или возрастающей, или
убывающей) кусочно-степенной функцией с теми же
значениями на концах и посредине этого отрезка.
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Первый из четырёх примеров с добавлением asin(x)
даёт
f(x) = g1(x) + asin(x) = V - xM/(2π) + asin(x) (0 ≤ x ≤ 2π).
Непрерывность и  дифференцируемость этой
функции на отрезке [0, 2π] очевидны.
Имеющая  постоянную производную величины
(-M/(2π)) и абсолютной величины M/(2π) на отрезке
[0, 2π] функция

g1(x) - V = - xM/(2π) (0 ≤ x ≤ 2π)
достигает  равного  именно  этому  числу  M
максимума абсолютной величины на отрезке [0, 2π]

maxx [0,2π]∈ |g1(x) - V| = maxx [0,2π]∈ |- xM/(2π)| = M
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на правом конце 2π этого отрезка, как раз там, где,
как и на левом конце 0 с аннулированием функции
g1(x)  -  V и  в  середине π  этого  отрезка,  функция
asin(x) аннулируется и  имеет  наибольшую
абсолютную  величину |a| производной.  Чтобы  и
сумма

f(x) - V = g1(x) - V + asin(x) = - xM/(2π) + asin(x) 
(0 ≤ x ≤ 2π)

этих двух функций имела именно тот же максимум
M абсолютной величины на отрезке [0, 2π]
maxx [0,2π]∈ |f(x) - V| = maxx [0,2π]∈ |- xM/(2π) + asin(x)| = M,
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достаточно,  чтобы  максимум |a| абсолютной
величины |a| производной acos(x) функции asin(x) не
превышал абсолютной величины M/(2π) постоянной
производной (- M/(2π)) функции (- xM/(2π)), то есть
достаточно выполнение неравенства

|a| ≤ M/(2π).
Продолжим  исследование  выполнения
совокупности условий теоремы 15 функцией
f(x) = g1(x) + asin(x) = V - xM/(2π) + asin(x) (0 ≤ x ≤ 2π).
1. В  каждой точке  интервала (0, 2π) производная f′
(x) функции  f(x) существует и  по  абсолютной
величине не превышает единицы:
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|f′(x)| ≤ 1 (0 < x < 2π).
|f′(x)| = |- M/(2π) + acos(x)| ≤ M/(2π) + |a| (0 ≤ x ≤ 2π),

так что для
|f′(x)| ≤ 1 (0 < x < 2π)

достаточно выполнение неравенства 
|a| ≤ 1 - M/(2π).

2′′′.  В одной из точек отрезка  [0,  2π] функция  f(x)
принимает значение V.
Функция
f(x) = g1(x) + asin(x) = V - xM/(2π) + asin(x) (0 ≤ x ≤ 2π)
принимает значение V при x = 0:

f(0) = V.
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4′. Функция f(x) на отрезке [0, 2π] явно не совпадает
именно  тождественно ни  с  одной  из  четырёх
функций

g(x) = - x + V (0 ≤ x ≤ 2π),
G(x) = x + V (0 ≤ x ≤ 2π),

h(x) = - x + 2π + V (0 ≤ x ≤ 2π),
H(x) = x - 2π + V (0 ≤ x ≤ 2π).

В итоге достаточно условие
|a| ≤ 1 - M/(2π),

дающее  множество различных функций  f(x)
мощности континуума.  Такова  и  мощность
множества всех непрерывных функций.
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Первый из  четырёх примеров с  добавлением
функции bx(x - π)(x - 2π) даёт

f(x) = g1(x) + bx(x - π)(x - 2π) = 
V - xM/(2π) + b(x3 - 3πx2 + 2π2x) (0 ≤ x ≤ 2π).

Для  отсутствия даже  локальных экстремумов
непрерывно дифференцируемой функции  f(x)
именно  внутри отрезка  [0,  2π] достаточны
отрицательность там производной

f′(x) = - M/(2π) + b(3x2 - 6πx + 2π2) = 
- M/(2π) + b[3(x - π)2 - π2]

и поэтому при b ≥ 0
f′(x) < - M/(2π) + 2π2b (0 < x < 2π),
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- M/(2π) + 2π2b ≤ 0, 0 ≤ b ≤ M/(4π3),
а при b < 0

f′(x) ≤ - M/(2π) - π2b (0 < x < 2π),
- M/(2π) - π2b < 0, - M/(2π3) < b < 0,

так что в итоге 
- M/(2π3) < b ≤ M/(4π3).

На обоих концах 0 и 2π отрезка [0, 2π]
f(0) = V - 0 + 0 = V,

f(2π) = V - M + 0 = V - M.
На правом конце 2π отрезка [0, 2π] функция

f(x) - V = g1(x) - V + bx(x - π)(x - 2π) = 
- xM/(2π) + b(x3 - 3πx2 + 2π2x) (0 ≤ x ≤ 2π)
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достигает  равного  именно  этому  числу  M
максимума абсолютной величины на отрезке [0, 2π]

|f(2π) - V| = maxx [0,2π]∈ |f(x) - V| = 
maxx [0,2π]∈ |- xM/(2π) + b(x3 - 3πx2 + 2π2x)| = M.

Продолжим  исследование  выполнения
совокупности условий теоремы 15 функцией

f(x) = g1(x) + bx(x - π)(x - 2π) = 
V - xM/(2π) + b(x3 - 3πx2 + 2π2x) (0 ≤ x ≤ 2π).

1. В  каждой точке  интервала (0, 2π) производная f′
(x) функции  f(x) существует и  по  абсолютной
величине не превышает единицы:

|f′(x)| ≤ 1 (0 < x < 2π).
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f′(x) = - M/(2π) + b(3x2 - 6πx + 2π2) = 
- M/(2π) + b[3(x - π)2 - π2]

и для |f′(x)| ≤ 1 (0 < x < 2π) при 0 ≤ b ≤ M/(4π3)
- M/(2π) - π2b ≤ f′(x) < - M/(2π) + 2π2b ≤ - M/(2π) +

2π2M/(4π3) = 0,
- 1 ≤ - M/(2π) - π2b, M/(2π) + π2b ≤ 1, b ≤ 1/π2 - M/(2π3), 

 0 ≤ b ≤ min{M/(4π3), 1/π2 - M/(2π3)},
а для |f′(x)| ≤ 1 (0 < x < 2π) при - M/(2π3) < b < 0

- M/(2π) + 2π2b < f′(x) ≤ - M/(2π) - π2b (0 < x < 2π),
f′(x) ≤ - M/(2π) - π2b < - M/(2π) + π2M/(2π3) = 0,

- 1 ≤ - M/(2π) + 2π2b, 2π2b ≥ - 1 + M/(2π), 
b ≥ - 1/(2π2) + M/(4π3),
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- min{M/(2π3), 1/(2π2) - M/(4π3)} < b < 0,
так что в итоге достаточно выполнение неравенств 
- min{M/(2π3), 1/(2π2) - M/(4π3)} < b ≤ min{M/(4π3), 1/π2

- M/(2π3)}.
2′′′.  В одной из точек отрезка  [0,  2π] функция  f(x)
принимает значение V.
Функция

f(x) = g1(x) + bx(x - π)(x - 2π) = 
V - xM/(2π) + b(x3 - 3πx2 + 2π2x) (0 ≤ x ≤ 2π)

принимает значение V при x = 0:
f(0) = V.
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4′. Функция f(x) на отрезке [0, 2π] явно не совпадает
именно тождественно ни с одной из четырёх функций

g(x) = - x + V (0 ≤ x ≤ 2π),
G(x) = x + V (0 ≤ x ≤ 2π),

h(x) = - x + 2π + V (0 ≤ x ≤ 2π),
H(x) = x - 2π + V (0 ≤ x ≤ 2π).

В итоге достаточно объединённое условие
- min{M/(2π3), 1/(2π2) - M/(4π3)} < b ≤ min{M/(4π3), 1/π2

- M/(2π3)},
дающее  множество различных функций  f(x)
мощности континуума.  Такова  и  мощность
множества всех непрерывных функций.
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Остаётся в первом из примеров замена функции
f(x) - V = g1(x) - V = - xM/(2π) (0 ≤ x ≤ 2π)

центрально симметричной относительно точки (π, -
M/2) с  абсциссой  середины π  отрезка  [0,  2π] и
поэтому  на  нём  обладающей  интегралом (-πM) и
гладкой,  то  есть  непрерывно  дифференцируемой,
кусочно-степенной функцией

f(x) - V = - M(x/π)d/2 (0 ≤ x ≤ π, d > 1),
f(x) - V = - M + M(2 - x/π)d/2 (π ≤ x ≤ 2π, d > 1)

с теми же, что и у функции (- xM/(2π)), значениями 
f(0) - V = 0, f(π) - V = - M/2, f(2π) - V = - M

на концах и посредине этого отрезка [0, 2π].
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Функция
f(x) = V - M(x/π)d/2 (0 ≤ x ≤ π, d > 1),

f(x) = V - M + M(2 - x/π)d/2 (π ≤ x ≤ 2π, d > 1)
непрерывна на [0, 2π], поскольку

f(π) = V - M(π/π)d/2 = V - M + M(2 - π/π)d/2 = V - M/2.
Производная функции f(x) 

f′(x) = - d(x/π)d-1M/(2π) (0 ≤ x ≤ π, d > 1),
f′(x) = - d(2 - x/π)d-1M/(2π) (π ≤ x ≤ 2π, d > 1)

непрерывна на отрезке [0, 2π], поскольку
f′(π) = - d(π/π)d-1M/(2π) = 

- d(2 - π/π)d-1M/(2π) = 
- dM/(2π),
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причём на отрезке  [0, π] строго монотонно убывает
от 0 до этого значения (-dM/(2π)), а на отрезке [π, 2π]
строго монотонно возрастает от  этого  значения (-
dM/(2π)) до 0, так что именно это значение (-dM/(2π))
и  является  на  отрезке  [0,  2π] минимумом
производной

minx [0,2π]∈ f′(x) = f′(π) = - dM/(2π)
с максимумом dM/(2π) её абсолютной величины 

maxx [0,2π]∈ |f′(x)| = |f′(π)| = dM/(2π).
Поэтому функция  f(x) - V на отрезке  [0, 2π] строго
монотонно убывает от 0 до (-M), так что именно эти
значения и являются максимумом
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maxx [0,2π]∈ (f(x) - V) = f(0) - V = 0
и минимумом

minx [0,2π]∈ (f(x) - V) = f(2π) - V = - M
функции  f(x)  -  V на  отрезке  [0,  2π] с
максимумом её абсолютной величины 

maxx [0,2π]∈ |f(x) - V| = |f(2π) - V| = M.
Продолжим  исследование  выполнения
совокупности условий теоремы 15 функцией

f(x) = V - M(x/π)d/2 (0 ≤ x ≤ π, d > 1),
f(x) = V - M + M(2 - x/π)d/2 (π ≤ x ≤ 2π, d > 1).
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1. В  каждой точке  интервала (0, 2π) производная f′
(x) функции  f(x) существует и  по  абсолютной
величине не превышает единицы:

|f′(x)| ≤ 1 (0 < x < 2π). 
f′(x) = - d(x/π)d-1M/(2π) (0 ≤ x ≤ π, d > 1),

f′(x) = - d(2 - x/π)d-1M/(2π) (π ≤ x ≤ 2π, d > 1),
- minx [0,2π]∈ f′(x) = - f′(π) = maxx [0,2π]∈ |f′(x)| = |f′(π)| = dM/(2π),

dM/(2π) ≤ 1, 1 < d ≤ 2π/M.
2′′′.  В одной из точек отрезка  [0,  2π] функция  f(x)
принимает значение V.
Функция

f(x) = V - M(x/π)d/2 (0 ≤ x ≤ π, d > 1),
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f(x) = V - M + M(2 - x/π)d/2 (π ≤ x ≤ 2π, d > 1)
принимает значение V при x = 0:

f(0) = V.
4′. Функция f(x) на отрезке [0, 2π] явно не совпадает
именно тождественно ни с одной из четырёх функций

g(x) = - x + V (0 ≤ x ≤ 2π),
G(x) = x + V (0 ≤ x ≤ 2π),

h(x) = - x + 2π + V (0 ≤ x ≤ 2π),
H(x) = x - 2π + V (0 ≤ x ≤ 2π).

В итоге достаточно условие 1 < d ≤ 2π/M, дающее множество
различных функций  f(x) мощности континуума.  Такова и
мощность множества всех непрерывных функций.
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Второй из  четырёх примеров с  добавлением
функции asin(x) даёт
f(x) = G1(x) + asin(x) = V + xM/(2π) + asin(x) (0 ≤ x ≤ 2π).
Непрерывность и  дифференцируемость этой
функции на отрезке [0, 2π] очевидны.
Имеющая  постоянную производную величины и
абсолютной  величины M/(2π)  на  отрезке  [0,  2π]
функция

G1(x) - V = xM/(2π) (0 ≤ x ≤ 2π)
достигает  равного  именно  этому  числу  M
максимума абсолютной величины на отрезке [0, 2π]

maxx [0,2π]∈ |G1(x) - V| = maxx [0,2π]∈ |xM/(2π)| = M
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на правом конце 2π этого отрезка, как раз там, где,
как и на левом конце 0 с аннулированием функции
G1(x)  -  V и  в  середине π  этого  отрезка,  функция
asin(x) аннулируется и  имеет  наибольшую
абсолютную  величину |a| производной.  Чтобы  и
сумма

f(x) - V = G1(x) - V + asin(x) = xM/(2π) + asin(x) 
(0 ≤ x ≤ 2π)

этих двух функций имела именно тот же максимум
M абсолютной величины на отрезке [0, 2π]

maxx [0,2π]∈ |f(x) - V| = maxx [0,2π]∈ |xM/(2π) + asin(x)| = M,
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достаточно,  чтобы  максимум |a| абсолютной
величины |a| производной acos(x) функции asin(x) не
превышал абсолютной величины M/(2π) постоянной
производной M/(2π)  функции xM/(2π),  то  есть
достаточно выполнение неравенства

|a| ≤ M/(2π).
Продолжим  исследование  выполнения
совокупности условий теоремы 15 функцией
f(x) = G1(x) + asin(x) = V + xM/(2π) + asin(x) (0 ≤ x ≤ 2π).
1. В  каждой точке  интервала (0, 2π) производная f′
(x) функции  f(x) существует и  по  абсолютной
величине не превышает единицы:
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|f′(x)| ≤ 1 (0 < x < 2π).
|f′(x)| = |M/(2π) + acos(x)| ≤ M/(2π) + |a| (0 ≤ x ≤ 2π),

так что для
|f′(x)| ≤ 1 (0 < x < 2π)

достаточно выполнение неравенства 
|a| ≤ 1 - M/(2π).

2′′′.  В одной из точек отрезка  [0,  2π] функция  f(x)
принимает значение V.
Функция
f(x) = G1(x) + asin(x) = V + xM/(2π) + asin(x) (0 ≤ x ≤ 2π)

принимает значение V при x = 0:
f(0) = V.
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4′. Функция f(x) на отрезке [0, 2π] явно не совпадает
именно  тождественно ни  с  одной  из  четырёх
функций

g(x) = - x + V (0 ≤ x ≤ 2π),
G(x) = x + V (0 ≤ x ≤ 2π),

h(x) = - x + 2π + V (0 ≤ x ≤ 2π),
H(x) = x - 2π + V (0 ≤ x ≤ 2π).

В итоге достаточно условие
|a| ≤ 1 - M/(2π),

дающее  множество различных функций  f(x)
мощности континуума.  Такова  и  мощность
множества всех непрерывных функций.
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Второй из  четырёх примеров с  добавлением
функции bx(x - π)(x - 2π) даёт

f(x) = G1(x) + bx(x - π)(x - 2π) = 
V + xM/(2π) + b(x3 - 3πx2 + 2π2x) (0 ≤ x ≤ 2π).

Для  отсутствия даже  локальных экстремумов
непрерывно дифференцируемой функции  f(x)
именно  внутри отрезка  [0,  2π] достаточны
положительность там производной

f′(x) = M/(2π) + b(3x2 - 6πx + 2π2) = 
M/(2π) + b[3(x - π)2 - π2]

и поэтому при b ≥ 0
f′(x) ≥ M/(2π) - π2b > 0 (0 < x < 2π),
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0 ≤ b < M/(2π3),
а при b < 0

f′(x) > M/(2π) + 2π2b ≥ 0 (0 < x < 2π),
- M/(4π3) ≤ b < 0,

так что в итоге 
- M/(4π3) ≤ b < M/(2π3).

На обоих концах 0 и 2π отрезка [0, 2π]
f(0) = V - 0 + 0 = V,

f(2π) = V - M + 0 = V - M.
На правом конце 2π отрезка [0, 2π] функция

f(x) - V = G1(x) - V + bx(x - π)(x - 2π) = 
xM/(2π) + b(x3 - 3πx2 + 2π2x) (0 ≤ x ≤ 2π)
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достигает  равного  именно  этому  числу  M
максимума абсолютной величины на отрезке [0, 2π]

|f(2π) - V| = maxx [0,2π]∈ |f(x) - V| = 
maxx [0,2π]∈ |xM/(2π) + b(x3 - 3πx2 + 2π2x)| = M.

Продолжим  исследование  выполнения
совокупности условий теоремы 15 функцией

f(x) = G1(x) + bx(x - π)(x - 2π) = 
V + xM/(2π) + b(x3 - 3πx2 + 2π2x) (0 ≤ x ≤ 2π).

1. В  каждой точке  интервала (0, 2π) производная f′
(x) функции  f(x) существует и  по  абсолютной
величине не превышает единицы:

|f′(x)| ≤ 1 (0 < x < 2π).
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f′(x) = M/(2π) + b(3x2 - 6πx + 2π2) = 
M/(2π) + b[3(x - π)2 - π2]

и для |f′(x)| ≤ 1 (0 < x < 2π) при 0 ≤ b < M/(2π3)
M/(2π) - π2b ≤ f′(x) < M/(2π) + 2π2b ≤ 1,

M/(2π) + 2π2b ≤ 1, 
b ≤ 1/(2π2) - M/(4π3), 

 достаточно 0 ≤ b < min{M/(2π3), 1/(2π2) - M/(4π3)},
а для |f′(x)| ≤ 1 (0 < x < 2π) при - M/(4π3) ≤ b < 0

M/(2π) + 2π2b < f′(x) ≤ M/(2π) - π2b (0 < x < 2π),
f′(x) ≤ M/(2π) - π2b ≤ 1,

M/(2π) - π2b ≤ 1, 
π2b ≥ - 1 + M/(2π),
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b ≥ - 1/π2 + M/(2π3),
- min{M/(4π3), 1/π2 - M/(2π3)} ≤ b < 0,

так что в итоге достаточно выполнение неравенств 
- min{M/(4π3), 1/π2 - M/(2π3)} ≤ b < min{M/(2π3), 1/(2π2)

- M/(4π3)}.
 2′′′. В одной из точек отрезка  [0, 2π] функция  f(x)
принимает значение V.
Функция

f(x) = G1(x) + bx(x - π)(x - 2π) = 
V + xM/(2π) + b(x3 - 3πx2 + 2π2x) (0 ≤ x ≤ 2π)

принимает значение V при x = 0:
f(0) = V.
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4′. Функция f(x) на отрезке [0, 2π] явно не совпадает
именно тождественно ни с одной из четырёх функций

g(x) = - x + V (0 ≤ x ≤ 2π),
G(x) = x + V (0 ≤ x ≤ 2π),

h(x) = - x + 2π + V (0 ≤ x ≤ 2π),
H(x) = x - 2π + V (0 ≤ x ≤ 2π).

В итоге достаточно объединённое условие
- min{M/(4π3), 1/π2 - M/(2π3)} ≤ b < min{M/(2π3), 1/(2π2)

- M/(4π3)},
дающее  множество различных функций  f(x)
мощности континуума.  Такова  и  мощность
множества всех непрерывных функций.
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Остаётся во втор  ом   из примеров замена функции
f(x) - V = G1(x) - V = xM/(2π) (0 ≤ x ≤ 2π)

центрально симметричной относительно  точки  (π,
M/2) с  абсциссой  середины π  отрезка  [0,  2π] и
поэтому  на  нём  обладающей  интегралом πM и
гладкой,  то  есть  непрерывно  дифференцируемой,
кусочно-степенной функцией

f(x) - V = M(x/π)d/2 (0 ≤ x ≤ π, d > 1),
f(x) - V = M - M(2 - x/π)d/2 (π ≤ x ≤ 2π, d > 1)

с теми же, что и у функции xM/(2π), значениями 
f(0) - V = 0, f(π) - V = M/2, f(2π) - V = M

на концах и посредине этого отрезка [0, 2π].
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Функция
f(x) = V + M(x/π)d/2 (0 ≤ x ≤ π, d > 1),

f(x) = V + M - M(2 - x/π)d/2 (π ≤ x ≤ 2π, d > 1)
непрерывна на [0, 2π], поскольку
f(π) = V + M(π/π)d/2 = V + M - M(2 - π/π)d/2 = V + M/2.

Производная функции f(x) 
f′(x) = d(x/π)d-1M/(2π) (0 ≤ x ≤ π, d > 1),

f′(x) = d(2 - x/π)d-1M/(2π) (π ≤ x ≤ 2π, d > 1)
непрерывна на отрезке [0, 2π], поскольку

f′(π) = d(π/π)d-1M/(2π) = d(2 - π/π)d-1M/(2π) = dM/(2π),
причём  на  отрезке  [0,  π] строго монотонно
возрастает от  0  до  этого  значения dM/(2π),  а  на
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отрезке  [π,  2π] строго монотонно убывает от этого
значения dM/(2π) до 0, так что именно это значение
dM/(2π) и является на отрезке [0, 2π] максимумом и
производной

maxx [0,2π]∈ f′(x) = f′(π) = dM/(2π),
и её абсолютной величины 

maxx [0,2π]∈ |f′(x)| = |f′(π)| = dM/(2π).
Поэтому функция  f(x) - V на отрезке  [0, 2π] строго
монотонно возрастает от 0 до M, так что именно эти
значения и являются минимумом

minx [0,2π]∈ (f(x) - V) = f(0) - V = 0
и максимумом
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maxx [0,2π]∈ (f(x) - V) = f(2π) - V = M
функции f(x) - V на отрезке [0, 2π] с максимумом её
абсолютной величины 

maxx [0,2π]∈ |f(x) - V| = |f(2π) - V| = M.
Продолжим  исследование  выполнения
совокупности условий теоремы 15 функцией

f(x) = V + M(x/π)d/2 (0 ≤ x ≤ π, d > 1),
f(x) = V + M - M(2 - x/π)d/2 (π ≤ x ≤ 2π, d > 1).

1. В  каждой точке  интервала (0, 2π) производная f′
(x) функции  f(x) существует и  по  абсолютной
величине не превышает единицы:

|f′(x)| ≤ 1 (0 < x < 2π). 
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f′(x) = d(x/π)d-1M/(2π) (0 ≤ x ≤ π, d > 1),
f′(x) = d(2 - x/π)d-1M/(2π) (π ≤ x ≤ 2π, d > 1),

maxx [0,2π]∈ f′(x) = f′(π) = maxx [0,2π]∈ |f′(x)| = |f′(π)| = dM/(2π),
dM/(2π) ≤ 1, 
1 < d ≤ 2π/M.

2′′′.  В одной из точек отрезка  [0,  2π] функция  f(x)
принимает значение V.
Функция

f(x) = V + M(x/π)d/2 (0 ≤ x ≤ π, d > 1),
f(x) = V + M - M(2 - x/π)d/2 (π ≤ x ≤ 2π, d > 1)

принимает значение V при x = 0:
f(0) = V.
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4′. Функция f(x) на отрезке [0, 2π] явно не совпадает
именно  тождественно ни  с  одной  из  четырёх
функций

g(x) = - x + V (0 ≤ x ≤ 2π),
G(x) = x + V (0 ≤ x ≤ 2π),

h(x) = - x + 2π + V (0 ≤ x ≤ 2π),
H(x) = x - 2π + V (0 ≤ x ≤ 2π).

В итоге достаточно условие
1 < d ≤ 2π/M,

дающее  множество различных функций  f(x)
мощности континуума.  Такова  и  мощность
множества всех непрерывных функций.
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Третий из четырёх примеров с добавлением asin(x) даёт
f(x) = h1(x) + asin(x) = V + M - xM/(2π) + asin(x) 

(0 ≤ x ≤ 2π).
Непрерывность и  дифференцируемость этой
функции на отрезке [0, 2π] очевидны.
Имеющая  постоянную производную величины
(-M/(2π)) и абсолютной величины M/(2π) на отрезке
[0, 2π] функция

h1(x) - V = M - xM/(2π) (0 ≤ x ≤ 2π)
достигает  равного  именно  этому  числу  M
максимума абсолютной величины на отрезке [0, 2π]

maxx [0,2π]∈ |h1(x) - V| = maxx [0,2π]∈ |M - xM/(2π)| = M
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на левом конце 0 этого отрезка, как раз там, где, как
и на  правом конце 2π с  аннулированием функции
h1(x)  -  V и  в  середине π  этого  отрезка,  функция
asin(x) аннулируется и  имеет  наибольшую
абсолютную  величину |a| производной.  Чтобы  и
сумма

f(x) - V = h1(x) - V + asin(x) = M - xM/(2π) + asin(x) 
(0 ≤ x ≤ 2π)

этих двух функций имела именно тот же максимум
M абсолютной величины на отрезке [0, 2π]

maxx [0,2π]∈ |f(x) - V| = 
maxx [0,2π]∈ |M - xM/(2π) + asin(x)| = M,
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достаточно,  чтобы  максимум |a| абсолютной
величины |a| производной acos(x) функции asin(x) не
превышал абсолютной величины M/(2π) постоянной
производной (- M/(2π)) функции (- xM/(2π)), то есть
достаточно выполнение неравенства

|a| ≤ M/(2π).
Продолжим  исследование  выполнения
совокупности условий теоремы 15 функцией
f(x) = h1(x) + asin(x) = V + M - xM/(2π) + asin(x) (0 ≤ x ≤ 2π).
1. В  каждой точке  интервала (0, 2π) производная f′
(x) функции  f(x) существует и  по  абсолютной
величине не превышает единицы:
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|f′(x)| ≤ 1 (0 < x < 2π).
|f′(x)| = |- M/(2π) + acos(x)| ≤ M/(2π) + |a| (0 ≤ x ≤ 2π),

так что для
|f′(x)| ≤ 1 (0 < x < 2π)

достаточно выполнение неравенства 
|a| ≤ 1 - M/(2π).

2′′′.  В одной из точек отрезка  [0,  2π] функция  f(x)
принимает значение V.
Функция
f(x) = h1(x) + asin(x) = V + M - xM/(2π) + asin(x) (0 ≤ x ≤ 2π)
принимает значение V при x = 2π:

f(2π) = V.
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4′. Функция f(x) на отрезке [0, 2π] явно не совпадает
именно  тождественно ни  с  одной  из  четырёх
функций

g(x) = - x + V (0 ≤ x ≤ 2π),
G(x) = x + V (0 ≤ x ≤ 2π),

h(x) = - x + 2π + V (0 ≤ x ≤ 2π),
H(x) = x - 2π + V (0 ≤ x ≤ 2π).

В итоге достаточно условие
|a| ≤ 1 - M/(2π),

дающее  множество различных функций  f(x)
мощности континуума.  Такова  и  мощность
множества всех непрерывных функций.
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Третий из  четырёх примеров с  добавлением
функции bx(x - π)(x - 2π) даёт

f(x) = h1(x) + bx(x - π)(x - 2π) = 
V + M - xM/(2π) + b(x3 - 3πx2 + 2π2x) (0 ≤ x ≤ 2π).

Для  отсутствия даже  локальных экстремумов
непрерывно дифференцируемой функции  f(x)
именно  внутри отрезка  [0,  2π] достаточны
отрицательность там производной

f′(x) = - M/(2π) + b(3x2 - 6πx + 2π2) = 
- M/(2π) + b[3(x - π)2 - π2]

и поэтому при b ≥ 0
f′(x) < - M/(2π) + 2π2b (0 < x < 2π),
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- M/(2π) + 2π2b ≤ 0, 0 ≤ b ≤ M/(4π3),
а при b < 0

f′(x) ≤ - M/(2π) - π2b (0 < x < 2π),
- M/(2π) - π2b < 0, - M/(2π3) < b < 0,

так что в итоге 
- M/(2π3) < b ≤ M/(4π3).

На обоих концах 0 и 2π отрезка [0, 2π]
f(0) = V + M - 0 + 0 = V + M,

f(2π) = V + M - M + 0 = V.
На левом конце 0 отрезка [0, 2π] функция

f(x) - V = h1(x) + M - V + bx(x - π)(x - 2π) = 
M - xM/(2π) + b(x3 - 3πx2 + 2π2x) (0 ≤ x ≤ 2π)
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достигает  равного  именно  этому  числу  M
максимума абсолютной величины на отрезке [0, 2π]

|f(0) - V| = maxx [0,2π]∈ |f(x) - V| = 
maxx [0,2π]∈ |M - xM/(2π) + b(x3 - 3πx2 + 2π2x)| = M.

Продолжим  исследование  выполнения
совокупности условий теоремы 15 функцией

f(x) = h1(x) + bx(x - π)(x - 2π) = 
V + M - xM/(2π) + b(x3 - 3πx2 + 2π2x) (0 ≤ x ≤ 2π).

1. В  каждой точке  интервала (0, 2π) производная f′
(x) функции  f(x) существует и  по  абсолютной
величине не превышает единицы:

|f′(x)| ≤ 1 (0 < x < 2π).
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f′(x) = - M/(2π) + b(3x2 - 6πx + 2π2) = 
- M/(2π) + b[3(x - π)2 - π2]

и для |f′(x)| ≤ 1 (0 < x < 2π) при 0 ≤ b ≤ M/(4π3)
- M/(2π) - π2b ≤ f′(x) < - M/(2π) + 2π2b ≤ - M/(2π) +

2π2M/(4π3) = 0,
- 1 ≤ - M/(2π) - π2b, M/(2π) + π2b ≤ 1, b ≤ 1/π2 - M/(2π3), 

 0 ≤ b ≤ min{M/(4π3), 1/π2 - M/(2π3)},
а для |f′(x)| ≤ 1 (0 < x < 2π) при - M/(2π3) < b < 0

- M/(2π) + 2π2b < f′(x) ≤ - M/(2π) - π2b (0 < x < 2π),
f′(x) ≤ - M/(2π) - π2b < - M/(2π) + π2M/(2π3) = 0,

- 1 ≤ - M/(2π) + 2π2b, 2π2b ≥ - 1 + M/(2π), 
b ≥ - 1/(2π2) + M/(4π3),
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- min{M/(2π3), 1/(2π2) - M/(4π3)} < b < 0,
так что в итоге достаточно выполнение неравенств 
- min{M/(2π3), 1/(2π2) - M/(4π3)} < b ≤ min{M/(4π3), 1/π2

- M/(2π3)}.
2′′′.  В одной из точек отрезка  [0,  2π] функция  f(x)
принимает значение V.
Функция

f(x) = h1(x) + bx(x - π)(x - 2π) = 
V + M - xM/(2π) + b(x3 - 3πx2 + 2π2x) (0 ≤ x ≤ 2π)

принимает значение V при x = 2π:
f(2π) = V.
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4′. Функция f(x) на отрезке [0, 2π] явно не совпадает
именно тождественно ни с одной из четырёх функций

g(x) = - x + V (0 ≤ x ≤ 2π),
G(x) = x + V (0 ≤ x ≤ 2π),

h(x) = - x + 2π + V (0 ≤ x ≤ 2π),
H(x) = x - 2π + V (0 ≤ x ≤ 2π).

В итоге достаточно объединённое условие
- min{M/(2π3), 1/(2π2) - M/(4π3)} < b ≤ min{M/(4π3), 1/π2

- M/(2π3)},
дающее  множество различных функций  f(x)
мощности континуума.  Такова  и  мощность
множества всех непрерывных функций.
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Остаётся в третьем из примеров замена функции
f(x) - V = h1(x) - V = M - xM/(2π) (0 ≤ x ≤ 2π)

центрально симметричной относительно  точки  (π,
M/2) с  абсциссой  середины π  отрезка  [0,  2π] и
поэтому  на  нём  обладающей  интегралом πM и
гладкой,  то  есть  непрерывно  дифференцируемой,
кусочно-степенной функцией

f(x) - V = M - M(x/π)d/2 (0 ≤ x ≤ π, d > 1),
f(x) - V = M(2 - x/π)d/2 (π ≤ x ≤ 2π, d > 1)

с теми же, что и у функции M - xM/(2π), значениями 
f(0) - V = M, f(π) - V = M/2, f(2π) - V = 0

на концах и посредине этого отрезка [0, 2π].
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Функция
f(x) = V + M - M(x/π)d/2 (0 ≤ x ≤ π, d > 1),
f(x) = V + M(2 - x/π)d/2 (π ≤ x ≤ 2π, d > 1)

непрерывна на [0, 2π], поскольку
f(π) = V + M - M(π/π)d/2 = V + M(2 - π/π)d/2 = V + M/2.

Производная функции f(x) 
f′(x) = - d(x/π)d-1M/(2π) (0 ≤ x ≤ π, d > 1),

f′(x) = - d(2 - x/π)d-1M/(2π) (π ≤ x ≤ 2π, d > 1)
непрерывна на отрезке [0, 2π], поскольку

f′(π) = - d(π/π)d-1M/(2π) = - d(2 - π/π)d-1M/(2π) = 
- dM/(2π),
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причём на отрезке  [0, π] строго монотонно убывает
от 0 до этого значения (-dM/(2π)), а на отрезке [π, 2π]
строго монотонно возрастает от  этого  значения (-
dM/(2π)) до 0, так что именно это значение (-dM/(2π))
и  является  на  отрезке  [0,  2π] минимумом
производной

minx [0,2π]∈ f′(x) = f′(π) = - dM/(2π)
с максимумом dM/(2π) её абсолютной величины 

maxx [0,2π]∈ |f′(x)| = |f′(π)| = dM/(2π).
Поэтому функция  f(x) - V на отрезке  [0, 2π] строго
монотонно убывает от  M до 0, так что именно эти
значения и являются максимумом
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maxx [0,2π]∈ (f(x) - V) = f(0) - V = M
и минимумом

minx [0,2π]∈ (f(x) - V) = f(2π) - V = 0
функции  f(x)  -  V на  отрезке  [0,  2π] с
максимумом её абсолютной величины 

maxx [0,2π]∈ |f(x) - V| = |f(0) - V| = M.
Продолжим  исследование  выполнения
совокупности условий теоремы 15 функцией

f(x) = V + M - M(x/π)d/2 (0 ≤ x ≤ π, d > 1),
f(x) = V + M(2 - x/π)d/2 (π ≤ x ≤ 2π, d > 1).
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1. В  каждой точке  интервала (0, 2π) производная f′
(x) функции  f(x) существует и  по  абсолютной
величине не превышает единицы:

|f′(x)| ≤ 1 (0 < x < 2π). 
f′(x) = - d(x/π)d-1M/(2π) (0 ≤ x ≤ π, d > 1),

f′(x) = - d(2 - x/π)d-1M/(2π) (π ≤ x ≤ 2π, d > 1),
- minx [0,2π]∈ f′(x) = - f′(π) = maxx [0,2π]∈ |f′(x)| = |f′(π)| = dM/(2π),

dM/(2π) ≤ 1, 1 < d ≤ 2π/M.
2′′′.  В одной из точек отрезка  [0,  2π] функция  f(x)
принимает значение V.
Функция

f(x) = V + M - M(x/π)d/2 (0 ≤ x ≤ π, d > 1),
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f(x) = V + M(2 - x/π)d/2 (π ≤ x ≤ 2π, d > 1)
принимает значение V при x = 2π:

f(2π) = V.
4′. Функция f(x) на отрезке [0, 2π] явно не совпадает
именно тождественно ни с одной из четырёх функций

g(x) = - x + V (0 ≤ x ≤ 2π),
G(x) = x + V (0 ≤ x ≤ 2π),

h(x) = - x + 2π + V (0 ≤ x ≤ 2π),
H(x) = x - 2π + V (0 ≤ x ≤ 2π).

В итоге достаточно условие 1 < d ≤ 2π/M, дающее множество
различных функций  f(x) мощности континуума.  Такова и
мощность множества всех непрерывных функций.
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Четвёртый из  четырёх примеров с  добавлением
функции asin(x) даёт
f(x) = H1(x) + asin(x) = V - M + xM/(2π) + asin(x) (0 ≤ x ≤ 2π).
Непрерывность и  дифференцируемость этой
функции на отрезке [0, 2π] очевидны.
Имеющая  постоянную производную величины и
абсолютной  величины M/(2π)  на  отрезке  [0,  2π]
функция

H1(x) - V = xM/(2π) - M (0 ≤ x ≤ 2π)
достигает  равного  именно  этому  числу  M
максимума абсолютной величины на отрезке [0, 2π]

maxx [0,2π]∈ |H1(x) - V| = maxx [0,2π]∈ |xM/(2π) - M| = M
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на левом конце 0 этого отрезка, как раз там, где, как
и на  правом конце 2π с  аннулированием функции
H1(x)  -  V и  в  середине π  этого  отрезка,  функция
asin(x) аннулируется и  имеет  наибольшую
абсолютную  величину |a| производной.  Чтобы  и
сумма

f(x) - V = H1(x) - V + asin(x) = - M + xM/(2π) + asin(x) 
(0 ≤ x ≤ 2π)

этих двух функций имела именно тот же максимум
M абсолютной величины на отрезке [0, 2π]

maxx [0,2π]∈ |f(x) - V| = 
maxx [0,2π]∈ |- M + xM/(2π) + asin(x)| = M,
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достаточно,  чтобы  максимум |a| абсолютной
величины |a| производной acos(x) функции asin(x) не
превышал абсолютной величины M/(2π) постоянной
производной M/(2π)  функции xM/(2π)  -  M,  то  есть
достаточно выполнение неравенства

|a| ≤ M/(2π).
Продолжим  исследование  выполнения
совокупности условий теоремы 15 функцией
f(x) = H1(x) + asin(x) = V - M + xM/(2π) + asin(x) (0 ≤ x ≤ 2π).
1. В  каждой точке  интервала (0, 2π) производная f′
(x) функции  f(x) существует и  по  абсолютной
величине не превышает единицы:
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|f′(x)| ≤ 1 (0 < x < 2π).
|f′(x)| = |M/(2π) + acos(x)| ≤ M/(2π) + |a| (0 ≤ x ≤ 2π),

так что для
|f′(x)| ≤ 1 (0 < x < 2π)

достаточно выполнение неравенства 
|a| ≤ 1 - M/(2π).

2′′′.  В одной из точек отрезка  [0,  2π] функция  f(x)
принимает значение V.
Функция
f(x) = H1(x) + asin(x) = V - M + xM/(2π) + asin(x) (0 ≤ x ≤ 2π)
принимает значение V при x = 2π:

f(2π) = V.
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4′. Функция f(x) на отрезке [0, 2π] явно не совпадает
именно  тождественно ни  с  одной  из  четырёх
функций

g(x) = - x + V (0 ≤ x ≤ 2π),
G(x) = x + V (0 ≤ x ≤ 2π),

h(x) = - x + 2π + V (0 ≤ x ≤ 2π),
H(x) = x - 2π + V (0 ≤ x ≤ 2π).

В итоге достаточно условие
|a| ≤ 1 - M/(2π),

дающее  множество различных функций  f(x)
мощности континуума.  Такова  и  мощность
множества всех непрерывных функций.
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Четвёртый из  четырёх примеров с  добавлением
функции bx(x - π)(x - 2π) даёт

f(x) = H1(x) + bx(x - π)(x - 2π) = 
V - M + xM/(2π) + b(x3 - 3πx2 + 2π2x) (0 ≤ x ≤ 2π).

Для  отсутствия даже  локальных экстремумов
непрерывно дифференцируемой функции  f(x)
именно  внутри отрезка  [0,  2π] достаточны
положительность там производной

f′(x) = M/(2π) + b(3x2 - 6πx + 2π2) = 
M/(2π) + b[3(x - π)2 - π2]

и поэтому при b ≥ 0
f′(x) ≥ M/(2π) - π2b > 0 (0 < x < 2π),
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0 ≤ b < M/(2π3),
а при b < 0

f′(x) > M/(2π) + 2π2b ≥ 0 (0 < x < 2π),
- M/(4π3) ≤ b < 0,

так что в итоге 
- M/(4π3) ≤ b < M/(2π3).

На обоих концах 0 и 2π отрезка [0, 2π]
f(0) = V - M - 0 + 0 = V - M,
f(2π) = V - M + M + 0 = V.

На левом конце 0 отрезка [0, 2π] функция
f(x) - V = H1(x) - V + bx(x - π)(x - 2π) = 

- M + xM/(2π) + b(x3 - 3πx2 + 2π2x) (0 ≤ x ≤ 2π)
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достигает  равного  именно  этому  числу  M
максимума абсолютной величины на отрезке [0, 2π]

|f(0) - V| = maxx [0,2π]∈ |f(x) - V| = 
maxx [0,2π]∈ |- M + xM/(2π) + b(x3 - 3πx2 + 2π2x)| = M.

Продолжим  исследование  выполнения
совокупности условий теоремы 15 функцией

f(x) = H1(x) + bx(x - π)(x - 2π) = 
V - M + xM/(2π) + b(x3 - 3πx2 + 2π2x) (0 ≤ x ≤ 2π).

1. В  каждой точке  интервала (0, 2π) производная f′
(x) функции  f(x) существует и  по  абсолютной
величине не превышает единицы:

|f′(x)| ≤ 1 (0 < x < 2π).
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f′(x) = M/(2π) + b(3x2 - 6πx + 2π2) = 
M/(2π) + b[3(x - π)2 - π2]

и для |f′(x)| ≤ 1 (0 < x < 2π) при 0 ≤ b < M/(2π3)
M/(2π) - π2b ≤ f′(x) < M/(2π) + 2π2b ≤ 1,

M/(2π) + 2π2b ≤ 1, 
b ≤ 1/(2π2) - M/(4π3), 

 достаточно 0 ≤ b < min{M/(2π3), 1/(2π2) - M/(4π3)},
а для |f′(x)| ≤ 1 (0 < x < 2π) при - M/(4π3) ≤ b < 0

M/(2π) + 2π2b < f′(x) ≤ M/(2π) - π2b (0 < x < 2π),
f′(x) ≤ M/(2π) - π2b ≤ 1,

M/(2π) - π2b ≤ 1, 
π2b ≥ - 1 + M/(2π),
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b ≥ - 1/π2 + M/(2π3),
- min{M/(4π3), 1/π2 - M/(2π3)} ≤ b < 0,

так что в итоге достаточно выполнение неравенств 
- min{M/(4π3), 1/π2 - M/(2π3)} ≤ b < min{M/(2π3), 1/(2π2)

- M/(4π3)}.
 2′′′. В одной из точек отрезка  [0, 2π] функция  f(x)
принимает значение V.
Функция

f(x) = H1(x) + bx(x - π)(x - 2π) = 
V - M + xM/(2π) + b(x3 - 3πx2 + 2π2x) (0 ≤ x ≤ 2π)

принимает значение V при x = 2π:
f(2π) = V.
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4′. Функция f(x) на отрезке [0, 2π] явно не совпадает
именно тождественно ни с одной из четырёх функций

g(x) = - x + V (0 ≤ x ≤ 2π),
G(x) = x + V (0 ≤ x ≤ 2π),

h(x) = - x + 2π + V (0 ≤ x ≤ 2π),
H(x) = x - 2π + V (0 ≤ x ≤ 2π).

В итоге достаточно объединённое условие
- min{M/(4π3), 1/π2 - M/(2π3)} ≤ b < min{M/(2π3), 1/(2π2)

- M/(4π3)},
дающее  множество различных функций  f(x)
мощности континуума.  Такова  и  мощность
множества всех непрерывных функций.
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Остаётся в четвёрт  ом   из примеров замена функции
f(x) - V = H1(x) - V = xM/(2π) - M (0 ≤ x ≤ 2π)

центрально симметричной относительно точки (π,  -
M/2) с  абсциссой  середины π  отрезка  [0,  2π] и
поэтому  на  нём  обладающей  интегралом (-  πM) и
гладкой,  то  есть  непрерывно  дифференцируемой,
кусочно-степенной функцией

f(x) - V = - M + M(x/π)d/2 (0 ≤ x ≤ π, d > 1),
f(x) - V = - M(2 - x/π)d/2 (π ≤ x ≤ 2π, d > 1)

с теми же, что и у функции xM/(2π) - M, значениями 
f(0) - V = - M, f(π) - V = - M/2, f(2π) - V = 0

на концах и посредине этого отрезка [0, 2π].
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Функция
f(x) = V - M + M(x/π)d/2 (0 ≤ x ≤ π, d > 1),
f(x) = V - M(2 - x/π)d/2 (π ≤ x ≤ 2π, d > 1)

непрерывна на [0, 2π], поскольку
f(π) = V - M + M(π/π)d/2 = V - M(2 - π/π)d/2 = V - M/2.

Производная функции f(x) 
f′(x) = d(x/π)d-1M/(2π) (0 ≤ x ≤ π, d > 1),

f′(x) = d(2 - x/π)d-1M/(2π) (π ≤ x ≤ 2π, d > 1)
непрерывна на отрезке [0, 2π], поскольку

f′(π) = d(π/π)d-1M/(2π) = d(2 - π/π)d-1M/(2π) = dM/(2π),
причём  на  отрезке  [0,  π] строго монотонно
возрастает от  0  до  этого  значения dM/(2π),  а  на
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отрезке  [π,  2π] строго монотонно убывает от
значения dM/(2π) до 0, так что именно это значение
dM/(2π) и является на отрезке [0, 2π] максимумом и
производной

maxx [0,2π]∈ f′(x) = f′(π) = dM/(2π),
и её абсолютной величины 

maxx [0,2π]∈ |f′(x)| = |f′(π)| = dM/(2π).
Поэтому функция  f(x) - V на отрезке  [0, 2π] строго
монотонно возрастает от  (-M) до 0, так что именно
эти значения и являются минимумом

minx [0,2π]∈ (f(x) - V) = f(0) - V = - M
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и максимумом
maxx [0,2π]∈ (f(x) - V) = f(2π) - V = 0

функции  f(x)  -  V на  отрезке  [0,  2π] с
максимумом её абсолютной величины 

maxx [0,2π]∈ |f(x) - V| = |f(0) - V| = M.
Продолжим  исследование  выполнения
совокупности условий теоремы 15 функцией

f(x) = V - M + M(x/π)d/2 (0 ≤ x ≤ π, d > 1),
f(x) = V - M(2 - x/π)d/2 (π ≤ x ≤ 2π, d > 1).
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1.  В  каждой точке  интервала (0,  2π)
производная f′(x) функции  f(x) существует и
по  абсолютной  величине  не  превышает
единицы:

|f′(x)| ≤ 1 (0 < x < 2π). 
f′(x) = d(x/π)d-1M/(2π) (0 ≤ x ≤ π, d > 1),

f′(x) = d(2 - x/π)d-1M/(2π) (π ≤ x ≤ 2π, d > 1),
maxx [0,2π]∈ f′(x) = f′(π) = maxx [0,2π]∈ |f′(x)| = |f′(π)| = dM/(2π),

dM/(2π) ≤ 1, 
1 < d ≤ 2π/M.
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2′′′. В одной из точек отрезка  [0, 2π] функция
f(x) принимает значение V.
Функция

f(x) = V - M + M(x/π)d/2 (0 ≤ x ≤ π, d > 1),
f(x) = V - M(2 - x/π)d/2 (π ≤ x ≤ 2π, d > 1)

принимает значение V при x = 2π:
f(2π) = V.

4′.  Функция  f(x) на  отрезке  [0,  2π]  явно не
совпадает именно тождественно ни с одной из
четырёх функций
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g(x) = - x + V (0 ≤ x ≤ 2π),
G(x) = x + V (0 ≤ x ≤ 2π),

h(x) = - x + 2π + V (0 ≤ x ≤ 2π),
H(x) = x - 2π + V (0 ≤ x ≤ 2π).

В итоге достаточно условие
1 < d ≤ 2π/M,

дающее  множество различных функций  f(x)
мощности континуума.  Такова  и  мощность
множества всех непрерывных функций.
Тем самым теорема 15 доказана полностью.
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ЗАКЛЮЧЕНИЕ
Таким образом, впервые дано именно элементарное
доказательство  весьма  частной  теоремы Харальда
Бора  об  ограниченности  функции,  непрерывной и
имеющей нулевое интегральное среднее на  отрезке,
равные значения  на  его  концах и  ограниченную
производную всюду  внутри него.  Всесторонне
исследованы  и  использованы  все  разнообразные
возможности уточнения, углубления, обобщения и
развития этой  теоремы,  её  условий  и
заключения 14 дальнейшими теоремами.
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